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——

以与球有关 的切 、 接 、 截 问题为例

程泽兵 ， 秦 红 ， 李 雷 ， 邓 城 （广东省广 州 市增城 区增城 中学 ）
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摘 要 ：
立 体 几何 中 与 球有 关 的 切 、接 、 截 问 题对 学 生 的 直观 想 象 素 养要 求较 高 ， 历 来是教 学 中 的 一 大 难

点 。 为 了 突破这一 难 点 ， 教学 中 运 用 Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 的 ３Ｄ 绘 图 功 能 ， 可 以 画 出 立 体 几何 图 形 ， 帮 助 学 生 直观感

知 立 体 图 形 中 点 、 线 、 面 之 间 的 位置 关 系 ， 为 学 生 理 解 立 体 几何 问 题搭建
“

脚 手 架
”

， 打造 生 动 、 活 泼 的 数 学

课堂 ，提 高课 堂教 学 的 实 效性 ，提升 学 生 的 核 心 素 养 。

关键词 ：
Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ

； 球 ； 直观 想 象 ； 深度教 学 ；
核 心 素养
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１ 问题提出

纵观高 考数学全 国 卷 ， 我 们可 以 发现 ， 与球有关

的立体几何试题都有一定 的难度 ， 尤其是切 、接 、 截 问

题具有较高 的抽象性 ，对学生 的直观想象素养要求更

高 ， 因此 ， 这类 问题历来是教学 中 的一大难点 。

如何在教学 中 突 破这一难点 ？ 如 何在立体几何

的培养 。

２ ． Ｓ 课例 点评 ， 成果 分享

数学建模与实际生活息息 相关 ， 精心设计 的课程

可 以有效地转变学生 的学 习 态度 ， 培养学生 的数学核

心 素养 ， 能让学 生掌握 数学建模 的 一般思路与方法 ，

更好地用数学方法解决生活 中 的实际问题 。

通过本课例 的教学 ， 验证 了 小组合作式探究教学

可 以有效提高学生 的学 习 兴趣 ， 有利于加快 中学数学

教师的专业发展 。 分享成果 和 经验 的 同 时 为 一线教

师提供可借鉴 、可推广 的教学设计思路 。 阐述 了 开展

传帮带 ，指导青年教师进行教学设计对基础教育 高质

量发展具有深远 的意义 。

３ 反思

教师专业发展应理论与实践相结合 ， 紧 紧 围 绕核

心素养 ，落实
“

四基
”

， 培养
“

四 能
”

， 做好教学设计 。 教

师要不断探索和创新 ， 为新课程实施设置合适 的教学

情境 ， 引 导学生会学数学 ，养成 良好 的思维 习 惯 ， 激发

教学 中 落实对学生
“

直观想象
”

核心素养 的培养 ？ 《普

通高 中 数学课程标准 （ ２ ０ １ ７ 年版 ） 》 明 确 指 出 ：

“

注重

信息技术与数学课程 内 容 的深度 融合 ， 提高教学 的实

效性
”

［ １ ］

， 为我们指 明 了方 向 。

Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 是一款具有 强 大 功 能 的 数学软件 ， 它

实现 了
“

形
”

与
“

数
”

的完美融合 ， 代数运算 系统 的完美

嵌入为数学探究提供无限可能 ， 指令输人与工具构造

学生 的求知欲 。

中学数学教师在专业发展过程 中 ， 要 时刻进行批

判性思维 ， 不断总结 与反 思 自 己 的 教学实践 ， 提高 教

学能力 。 通过与 骨干教师 的交流 、 校本课程研修 ， 取

长补短 、不断创新 ， 提 高 自 己 的实践 能力 、 分析 能 力 ，

形成适合 自 己 的 教学风格 ， 满 足 可持续 发展 的 教学

需求 。

中学数学教师应与时俱进 ， 敢于发挥 自 身 的 内 驱

力 ，改变落后 的教学观念 。 积极 推进教学改革 ， 敢 于

创新 ， 加快专业发展步伐 ， 提高教学水平 ， 为 国 家培养

合格 的创新 型人才 ， 满足时代和社会 的需要 。 通过本

次传帮带指导教学设计 ，促进 了青年教师的专业发展 。
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中学数学教学参考 （ 上旬 ）
＇

７ ５

」

让动态演示过程更加 生 动 ， Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 带 给 我 们 的 不

仅是方便快捷的数学 ， 更是理想 的深度学 习 平 台 与深

度教学工具
［ ２

］

。 运 用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 的 ３Ｄ 绘 图 功 能 ， 可

以 画 出 立体几何 图形 ， 帮助学生直观感知立体 图形 中

点 、线 、面之 间 的位置关 系 。

近年来 ， 广州 市程泽兵 名 师工作 室 在 开 展
“

基 于

Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 的高 中 数学立体几何应用研究
”

的课题研

究过程 中 ， 充分运 用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 的 ３Ｄ 绘 图 功 能进行

深度教学 ， 为学生 的立体几何学 习 打开 了 一扇 明亮 的

窗户 ，取得 了 良好 的教学效果 。

２ 案例研究

案例 １ 已 知三棱锥 Ｐ－ＡＢＣ 的三条棱

ＰＣ 两两垂直 ， 且 ＰＡ 

＝
ＰＢ 

＝
ＰＣ＝ ２ ，

Ｍ
， ｉＶ 分别 为该

三棱锥 的 内 切球与外接球上 的动点 ， 求 Ｍ ， Ｎ 两点 间

距离的最小值 。

案例分析 ：

（ １ ）基本经验 。

设三棱锥 Ｐ ＡＢＣ 的 内切球与外接球的球心分别

为 〇
， ， 〇２ 。 内 切球与平面 ＡＢＣ 的切 点 为 Ｈ ， 学生不

难获得 以 下几点基本活动经验 ：

①把三棱锥 Ｐ ＡＢＣ 补成正方体 ＰＡＤ＆ＣＡ＾ Ｂ
， ；

②在正方体 中 ，
ＰＡ 丄平

面 ＡＢＣ
， 令 Ｇ 为 Ａ ＪＢ 中 点 ， 则

ＰＡ 与 ０； 的交点 即 为 内 切球

与平面 ＡＢＣ 的切点 Ｈ （ 图 １ ） ；

③ＰＤ
， 的 中 点 即 为 外 接

球球心 〇
２ ；

④Ｑ ，０２ ，
Ｈ 三点均在正方体的体对角线 ＰＡ 上 。

（ ２ ）学 习 障碍 。

不少学生在获得 以上基本认识后 ， 解题活 动就不

能再深人下去 了 。 所遇 到 的 困难主要有 以下两点 ：

① 图难 画 。 在补形之后 ， 涉及球 的切 、接 问题 ， 并

且 出 现两个球体 ， 图 形里 的元素较多 ， 很 难 画 出 直观

图形 ， 因此难 以想象 出 这些元素之间 的位置关 系及数

量关系 。

②双动点 。 由 于题 目 中 出 现 了两个动点 ， 而且两

个动点又是处在不 同 的球 面上 。 因 此 ， 在什么状况下

两个动点之间距离最小 ，学生无法想象 ，不知从何下手 。

（ ３ ）直观感知 。

运用 数学 软件 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 能 够 轻松作 出 ３Ｄ 图

形 ， 通过用 鼠标拖动 ３Ｄ 图形变换 图形位置 ， 引 导学生

从各个不 同 的 视 角 观察 图 形 ， 从而直观感 知 到 Ｍ ，
ｉＶ

两个动点处在什么位置时 ， 它们之间 的距离达到最小 。

具体操作步骤如下 ：

第 １ 步 ： 将三棱 锥 Ｐ－ＡＢＣ 补 成 正 方 体 ＰＡＤＢ －

ＣＡ
．

Ｄ
．

Ｂ
， ；

第 ２ 步 ： 以 对 角 线 的 中 点 ０
２ 为 球 心 ， 以

Ｐ〇
２ 为半径作 出 正方体外接球球 〇

２ ；

第 ３ 步 ： 作 出三棱锥 Ｐ－ＡＢＣ 的 内 切球球 Ｏ
， ；

第 ４ 步 ： 创建球 Ｏ
， 与球 ０

２ 上 的 动点 Ｍ ， Ｎ ， 创建

线段 ＭＮ ；

第 ５ 步 ： 用 鼠标拖动 图形 ， 慢慢变换 图形位置 ， 让

学生从多个不 同 的视 角 仔细观察

图 形 ，就能直观地感受到 ， 当 Ｍ ， ＪＶ

处在正方体的对角线 ＰＭ 与球 Ｑ

和球 ０
２ 的 球 面 的 两个交点 Ｌ

，
Ｐ

时 ，
Ｍ

，
ＪＶ 两 点 之 间 的 距 离 最 小

（如 图 ２ ） 。

（ ４ ）深度探究 。

借助 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 的 ３Ｄ 功能 ， 我们可 以 直观发现 ，

当 Ｍ ， Ｎ 两个动点处在 Ｌ ， Ｐ 两点 的位置时 ， 它们之间

的距离最小 。

但是 ， 直观不能代替证 明 ， 因 此 ， 我 们将就
“

为什

么 Ｍ ， ｉＶ 处在 Ｌ
，
Ｐ 两点 的位 置时它们之 间 的距离最

小
”

进行深度探究 。

对该问题的探究将分为两步 。

首先 ，证 明一个引 理 。

引 理 ： 已 知 〇
ｉ 是半径 为 ｉ？ 的球 〇

２ 内 的一个定

点 ，
ｉＶ 为球 ０

２ 的球 面 上 的 动 点 ，

过 〇
，

， 〇２ 的 直线 交球 〇
２ 的 球 面

于 两点 ， 则点 Ｎ 到 定点 ０
，

距离 的 最 小值 为线 段 ＰＯ
， 的 长 ，

最大值为线段 Ｍ Ｏ
ｉ 的 长 （ 截面 图图 ３

如 图 ３ ） 。

证 明 ： 联 结 ，
ｉＶ０

２（ 显 然 ｉＶ０
２＞ ０

，
０

２ ） ， 则

ＪＶ０
２ 

—

Ｏ
！ 
０

２ ， 而ｉＶ０
２ 

＝
Ｐ０

２ 

＝

 。

而ｉＶ０
２ 

—

〇
！ 
０２ 

＝
Ｐ０

２ 

—

〇
， 
０

２ 

＝
ＰＯ

！
，所 以ＰＯ ， ＜

ＮＯ
，

， 当且仅 当 Ｎ 与 Ｐ 重合时
“
＝

”

成立 。

由 点 ｉＶ 的任意性 可 知 ，
ＰＯ

， 的 长 即 为球 面上动

点 Ｎ 与球 内定点 认 之间距离 的最小值 。

然后 ，再证 明 案例 １ 中 为什 么 当 Ｍ ，
Ｎ 两个 动点
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分别处于 Ｌ
，
Ｐ 的位置时 ， 它们之间 的距离最小 。

因 为 球 〇
， 内 含 于 球 〇

２ ， 且

ａ ， 〇２ 均 在 正 方 体 的 体 对 角 线

上 ， 对角 线 与球 的球

面交 于 Ｈ ， Ｌ 两 点 ，
ｉＷ

， ｉＶ 分 别 为

球 ＣＮ 与 球 ０
２ 的 球 面 上 的 两 个 动

点 。 联结 ｉＶＯ
，

，
Ｍ０

１
，
ＭＮ （ 图４ ） 。

则不 论 ｉＷ ， ｉＶ 的 位 置 如 何 ， 总 有 Ｍ ｉＶＳ ｉＶＯ
，

＿

ＭＯ
，

， ①

当且仅 当 三 点共线 且 ＪＷ 在 ａ Ｎ 之 间 时
“
＝

”

成立 。

又 Ｑ 是球 Ｑ 内的定点 ， 由 引理可知 ， ②

当且仅 当 Ｎ 与 Ｐ 重合时
“
＝

”

成立 。

因此 ， 由 ① ， ②可 知 ，

—

ＭＯ＾ ＰＯ
．

－

ＬＯ＾ ＰＬ
， ③

当且仅 当 ①式 和 ②式 的
“

＝同 时成立 时 ， ③式 中 的

“
＝

”

成立 ， 即 Ｍ ， ｉＶ 分别位于 Ｌ
，
Ｐ 时 ，

Ｍ
，
ｉＶ 两点 间距

离 的最小值即 为线段 ＰＬ 的长 。

（ ５ ）运算求解 。

有 了 上 述 的 直 观感 知 与 深 度

理解后 ， 学生就可 以 不 需要借助 于

Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 也能作 出 正方体 的对 角

面 ＰＤＤ
，

Ｃ 与 球 Ｏ
， 、 球 ０

２ 的 截 面

图 （ 图 ５ ） ， 从而将立 体 图 形 的 有关

计算转化为平面图形 的计算 。

在三棱锥 Ｐ－ＡＢＣ 中 ， 由 体积分割法 ， 可求得三棱

锥 内 切球半径 尺 ＝ １
—

ｆ 。 在三棱锥 Ｐ Ａ ＪＢＣ 中 ， 由

等积法Ｐ Ａ ＢＣ

＝

， 得
了 

ＳａＡＢＣ
．Ｐ Ｈ 

＝

了 

Ｓａ ／ＶＩＢ
？

ＰＣ ， 解 得 。 再 由 图 ５ 可 知 ，

＝
—

２Ｒ＝ｆ
—

２ ， 即 ｉＷ
， ｉＶ 两点之间的距离最小值为￥

—

２ 。

案 例 ２在 正 方 体 ＡＢＣ Ｚ＞

■Ａ
 １Ｃ

ｉ
Ｄ

ｉ中 （ 图６ ） ， ＞Ａ ＿Ｂ 

＝
４ ，
Ｅ

为

的 中 点 ， 过 Ａ￡ 作 该 正 方 体

外 接 球 的 截 面 ， 求 所 得 截 面 圆 面

积的最小值 。

案例分析 ：

（ １ ）基本经验 。

这是一道关于求球的截面面积 的最值 问题 ， 学生

一般都有 以 下几点基本认识 ：

①过 Ａ￡ 的截面有无数个 ；

②过 ＡＥ 与正方体外接球的截面都是 圆 ；

③正方体 Ａ ＢＣＺ＞Ａ
Ｉ

Ｂ
１

Ｃ
１

Ｄ
１ 外接 球球 心 为 正方

体体对角 线 的 中点 。

（ ２ ）学 习 障碍 。

在获得 以 上 ３ 点基本认识后 ， 学生遇 到 的 主要 困

难在于 ：

①难 以 画 出 过 Ａ￡ 的截面 圆 ；

②难 以想象截 面 圆 圆 心 的位置 以 及截面 圆 与 正

方体相关元素之间 的联系 ；

③难 以想象在何种情况下截面 圆 的半径最小 。

而对于教师而言 ， 最大的 困 难也在于难 以手工 画

出直观的 图形 ， 因而很难 向学生解 释清楚在什 么 情况

下截面 圆 的 面积最小 ， 大有
“

只 能 意 会 ， 不 能言传
”

的

感觉 。

（ ３ ）探究发现 。

为 了 突破上述难点 ， 我 们 可 以 运用 Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 作

出 ３Ｄ 动态 图形 ， 利用 鼠标变换 图形 的位置 ， 帮助学生

观察 图形并运用类 比思想 ， 引 导学生发现截面 圆 在什

么情况下面积最小 。 具体操作步骤如下 ：

第 １ 步 ： 以对 角 线 ＡＱ 的 中点

？ 为球心 ， 以 ＯＡ 为半径创建正方

体 的外接球 （ 图 ７ ）
；

第 ２ 步 ： 作 出 过 的 截 面

圆 ，记 Ａ ￡： 与球 ０ 球面的另 一个交

点为 Ｋ ， ＡＫ 的 中点 为 ０
１ ；

第 ３ 步 ： 用 鼠标拖动 截 面 圆 ，

观察发现 ， 当 截面 圆 以 ＡＥ 所在 的

弦 ＡＫ 为 直 径 时 ， 截 面 圆 ？ Ｃ＾ 的

面积最小 （ 图 ８ ） 。

（ ４ ）深度探究 。

直观不能代替证 明 ， 为什么 以 Ａ￡ 所在弦 ＡＫ 为

直径 的截面圆 的 面积最小 呢 ？

对此 ， 我 们 可 以 运 用 类 比 的思想方法 ， 从 圆 的 相

关性质 中 获得灵感 。

我们知道 ， 过 半 径为 ｒ 的 ？ 〇

内 的定点 Ｐ 的所有 弦 中 ， 当 弦

与 ＯＰ 垂直时 ， 弦长最短 （ 图 ９ ） 。

证 明 ： 过 点 Ｐ 任 作 一 条 异 于
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ＡＢ 的弦 ＣＤ ， 过 Ｏ 作 ＯＨ丄ＣＤ ， 垂足为 Ｈ
。

由垂径定理知 Ｈ 为 ＣＤ 的 中点 。

联结
ＯＤ ，则  ｜

ＣＤ
｜ 

＝

２
１ 
ＨＤ

｜ 

＝
２７ 丨

０￡＞

２
－

丨

ＯＨ
２
＝

２ ｖＶ 

—

｜

ＯＨ
丨

２

。

又
丨ＡＢ １

＝
２ 丨ＡＰ ｜

＝
２ｖＶ

－

Ｉ

ＯＰ
ｌ

２

 ， 因 为 在

因此＝
— ＨＫ ： 

＝

１ ２＾５

所 以 ＡＯ
，

ＡＫ
＿

６Ｖ５

故过 ＡＥ 的截面圆 的最小面积为
３ ６ ｊｃ

Ｒ ｔＡＯＰＨ 中 ，
丨ＯＰ 丨＞ ｜ＯＨ 丨

， 所 以Ｖｒ
２
￣

＼

ＯＰ
＼

２

＜

Ｖ ｒ

＾ －

ｌ

ＯＨ
ｌ

２

 ， Ｂ Ｐ ｜

ＡＢ
｜

＜
｜

ＣＤ Ｌ

所以 ， 由 弦 ＣＤ 的任意性可知 ｜
最小 。

类 比上述 圆 的性质 ， 我们可 以 猜想 ： 球 〇 中 过定

直线 Ａ￡ 的平面与正方体外接球的所有截面 中 以 ＡＥ

所在弦 ＡＫ 为直径 的 圆 的面积最小 。

证 明 ： 在球 Ｏ 中 作 出 以 八￡ 所

在弦 ＡＫ 为直径 的截面圆 ？〇 ！ ，再过

ＡＫ 任作
一个截面 圆 ？Ｑ 

（ 图 １ ０ ） 。

联结
ＡＯｕ ＫＯｍ Ｃ＾ Ｃ＾ ， 因 为〇 ，

为 ＡＫ 的 中 点 ， 所 以 在 ０〇２ 中 ， 由

垂径定理知 Ｑ Ｏ
ｚ ｌＡ ｉＣ

。

所 以在 Ｒ ｔＡＡＯ ： 
０

２ 中 ， 总有 Ａ０
２ 
＞ＡＯ

，
， 即 ？ 

０
２

的半径 总 大 于 ？Ｑ 的 半 径 ， 由 ？ａ 的 任 意性 可 知

？ Ｏ ， 的半径最小 。

因此 ， 以 ＡＫ： 为直径 的截面 圆 的面积最小 。

（ ５ ）运算求解 。

延长 ＡＥ 交球 Ｏ 的球 面

于点 Ｋ
， 交 的延长线于

点 Ｈ （ 图 １ １ ） ，
ＡＫ 的 中 点 为

Ｏ
，

， 则 由 前 面 的 探究发 现 可

知 ， 以 Ａ Ｋ： 为 直径 的 截 面 圆

？Ｑ 的面积最小 。

为了方便求截面圆 ？Ｑ 的

半径 ，我们可以运用ＧｅｏＧｅｂｒａ创

建 平 面 视 图 的 功 能 ， 将 过

ＡＢＢ
１

Ａ
１ 的平面 与 球 Ｏ 的 截

面抽 出来单独分析 （ 图 １ ２ ） 。图 １ ２

因 为 々＾ ＝
４

， 且 ￡ 为 的 中点 ， 所 以 氏 ￡： 为

ＡＡ ｉ
ＨＡ 的 中位线 。

ｉ^
Ｂ

１
Ｈ＝Ａ

１
Ｂ

ｌ

＝
＾ ０

所 以ＨＡ
＝

Ｖ

＇

ＡＡ
？ 
＋Ａ

！

Ｈ
２＝

＾ ４
２

＋ ８
２＝

４７５〇

由 割 线 定理 知 ． ＨＡ
， 所 以

ＨＥ
，

＞ＨＡ
，＿

４ Ｘ ８ ８Ｖ５

ＨＡ＾Ｔ
。

案例 ３ 两个半径 为 ３ 的球和 两个半径 为 ２ 的

球 ， 它们两两外切 ， 并且都 内 切 于另 一个大球 ， 求大球

的半径 。

案例分析 ：

（ １ ）基本经验 。

设两个半径为 ３ 的球的球心分别 为 〇
ｉ

， ０２ ， 两个

半径为 ２ 的球 的 球心 分别 为 ０
３ ， ０４ ， 大球球心 为 〇 ，

大球半径为 Ｒ ， 由 学生 的基本活动经验不难得到 以下

几点基本认识 ：

？ （＾ ， （＾ ， （＾ 办 构成一个父４

四 面体 （ 图 １ ３ ）
；

②Ｃ＼Ｑ ＝ ６ ，ＱＱ ＝ ４ ，ＱＱ

ＱＱ ，

＝Ｃ＼Ｑ ＝ＱＱ ＝
５

；

③ｏａ ＝ｏａ ＝ ｉ？
－

３
，ｏａ

ｏａ
＝

ｉ？
—

２
。

（ ２ ）学 习 障碍 。

本题球 的个数较 多 ， 共有 ５ 个球 ， 学生虽 然 有上

述基本经验 ，但远远 不 足 以 解答本题 。 在本题 中 ， 学

生最大 的学习 障碍有 以下两点 ：

① ５ 个球之 间有外切 ， 有 内 切 ， 情况复杂 ， 难 以 画

出 这 ５ 个球的直观 图 ；

②无法想象 、确定大球球心 〇 的位置 。

（ ３ ）探索发现 。

运用 Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂｍ 的 ３Ｄ 绘 图 功

能 ， 可 以轻松作 出 这 ５ 个球 的直观

图 （ 图 １ ４ ） ，操作步骤略 。

设 Ｏ
ｉ
Ｏ

ｚ 的 中点为 ｆ
， ｏ３

ｏ
４ 的

中点 为 ￡ ， 联 结

０
４
Ｆ ， ｆ：Ｆ （ 图１ ５ ） 。

因 为
＝

００
２ ， 所 以 大

球球心 〇 在线段 ａ 〇
２ 的 中 垂

面０３
〇

４
Ｆ上 。 ｅ

又 〇〇
３
＝

〇〇
＞

， 所 以 大 球

球心 ０ 在线段 〇
３
〇

４ 的 中 垂 面

图 １ ３
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〇
】

〇
２
￡ 上 。

故大球球心 Ｏ 必在两个 中垂面 的交线 ＥＦ 上 ， 进

一步可 以发现 ， 点 Ｆ 即 为大球球心 〇 。

因 为球 〇
！ 与球 ０ 内 切 ， 所 以

—

３ 。

又 ０
，

卩 ＝ ３ ， 所 以 尺 ＝ ６ ， 此 时 Ｆ０
２

＝ 尺
一

３
＝

３ ，

ＦＯ
ｓ

ｓ ＦＱ＾ ｉ？ 

—

２ 

＝
４

，符合条件 。

所 以球 Ｏ
，

、 球 〇
２ 、球 〇

３ 、球 〇
４ 恰好都与 以 Ｆ 为

球心 ， 以 ６ 为半径 的 大球 内 切 。

（ ４ ）深度探究 。

通过 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒ ａ 的 ３Ｄ 动 态 图 形 辅 助 ， 我 们 探索

发现 了线段 〇
，

〇
２ 的 中点 Ｆ 即 为大球球心 ， 但这仅仅

只是猜想验证 ， 我们还可 以 结合 ３Ｄ 图 形进行深度思

考 ，通过演绎推理探寻到大球球心 的位置为什么就是

Ｆ 点 。

由 前面分析 可 知 ， 大球 球

心 Ｏ 必在 ＥＦ 上 （ 图 １ ６ ） 。

依题 意 ， 有 ＯＱ
＝ 〇〇

２
＝

■Ｒ 

—

３
， ００３ 

＝ ０〇
４ 

＝
ｉ？
—

２ 。

在Ｒ ｔａｏｏ２
ｆ中 ，

ＯＦ
＝

７０１ Ｑ 戶 ＝

Ｖ ＣＲ
—

３ ）

２
—

９
，

在Ｒ ｔＡ〇０４
Ｅ

中 ， ０￡：

＝

＾〇ａ
￣

〇＾ 
＝

Ｖ （ －Ｒ ２ ）

２
－

４
？

因 为〇４
０

３ 
Ｆ 

＝
４

， ０ ４ 
￡ 

＝

ｊ
０

３
０

４

＝
２

， 所 以 在

Ｒ ｔＡ〇４
ＥＦ中 ，

￡Ｆ＝
＾Ｏ＾

－

Ｏ
．
Ｅ

２
＝

２Ｖ３
？

又 因为ＯＥ＋ ＯＦ＝ ￡Ｆ＝ ２Ｗ ，所以推
一

２ ）

２
—

４＋

Ｖ （Ｒ
￣

３ｙ
￣

９
＝

Ｚ＾０

化简整理得ｌ ｌ ｉ？
２
＿

６ ０ｉ？ 

—

３ ６ 

＝

０
， Ｂ Ｐ （ ｌ ｌＲ ＋ ６ ）

？

（尺
一

６ ）
＝

０ ， 解得ｉ？ 

＝

６
。

此 时 ＯＦ ＝Ｖ （只
一

３ ）

２
—

９
＝

０ ， 所 以 大球球 心 〇

与点 Ｆ 重合 ， 即点 Ｆ 为大球球心 ， 大球半径为 ６
。

３ 教学感悟

３
．

１ 提升素 养

如何在立体几何教学 中 落实对学生
“

直观想象
”

的核心素养 的培养 ？ 运用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒ ａ 的 ３Ｄ 绘 图 功 能

可 以呈现过去一直想呈现而又无法呈现 的立体 图形

画 面 ，让学生实实在在地感知到空 间 图 形 中各元素之

间 的位置关 系 与 数量关 系 。 ３Ｄ 动 态 图 形 的 效果呈

现 ， 为学生理解 问题搭建
“

脚手架
”

［ ３ ］

， 为打造生动 、活

泼 的数学课堂创造 了 条件 ， 激发 了 学生 的 学 习 兴趣 ，

提高 了 他们课堂 的 学 习 效率 。 学生 的
“

直观想 象
”

核

心素养正是在这种 直观 、 动 态 、 潜移默化 的 过程 中 悄

然提升 。

３ ． ２ 培 养创新意识

学生在平时 的作业与考试 中 ， 不可能也不允许使

用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 等数学软件 ， 但在学生遇 到学 习 障碍并

百思不得其解 时 ， 教 师运用 Ｇ ｅ ｏＧ ｅｂ ｒａ 的 ３Ｄ 绘 图 功

能辅助教学 ， 帮助 学生进行深度思考 ，

一 方 面 可 以 激

发学生学 习 立 体几何 的 兴趣 ， 帮 助 学生进行 深 度 思

考 。 另一方面可 以 培养学生运用 信息 技 术手段进行

科学探究 的科研意识和创新精神 。

３ ． ３
“

用
”

是为 了
“

不 用
”

教学 中运用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 的 ３Ｄ 绘 图 功 能帮 助学生

克服学 习 过程 中 的 障碍 ， 目 的是让学生逐步过渡 到 不

使用 Ｇ ｅｏＧ ｅ ｂ ｒａ 的动态功能 ， 也能想象到几何体 中 各

元素之间 的位置关 系 与相互联 系 ， 最终达到
“

无为 而

治
”

的最高境界 。 这也是
“

直观想象
”

核心素养得 到提

升的一个重要标志 。

３ ． ４ 直观不能代替证 明

运用 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒ ａ 辅助立体几何教学 ， 最 明 显 的 优

势是通过软件操作可 以 发现规律并提 出 猜想 。 但是

在教学 中 ， 不能仅仅停 留 在软件操作 与猜想 上 ， 更要

上升到演绎推理与证明 的层次上 ， 只有将实验归 纳与

逻辑演绎相结合 ， 才能真正发挥 Ｇ ｅｏＧ ｅｂ ｒａ 在教学 中

的辅助作用 。 这既是学生
“

直观想 象
”

核心 素养提升

的重要途径 ，也是数学严谨性 的必然要求 。

说 明 ： 本文 中 ３ 个案例 的课件 均 有

动 画 演 示 ， 可扫描二维码观看 （ 图 １ ７ ） 。
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＊ 本文 系广 东 省 教 育研究 院 教育研 究立 项 课题
“

基

于 ＧｅｏＧｅｂ ｒａ 的高 中 数学立 体几何应用 研究
”

（课题编 号 ＧＤ

ＪＹ
－

２ ０ ２ ０ Ａ Ｓ １ ０ ２ ） 的 阶段性成果之一 。
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图 １ ６

图 １ ７


