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  摘 要 深度学习提供了开展素养导向学习的一条重要途径.深度学习强调学生的主体立场与有意义学

习,强调四基的深度加工与理解,强调问题的深度探究与思考,强调有效的学习迁移和问题解决,强调活动的

深度参与与体验,强调教学的育人功能与目标.本文以“与球有关的接、切、截问题”的专题复习为例,谈谈深度

学习理念下的高三数学专题复习教学策略.
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  《普通高中数学课程标准(2017年版2020年修

订)》(以下简称《课标》)指出,教学中要关注育人目

的,注重培养学生核心素养,提高学生综合运用知识

解决实际问题的能力,帮助学生把握学习的深度[1].
深度学习提供了开展素养导向学习的一条重要途

径.深度学习强调学生的主体立场与有意义学习,强
调四基的深度加工与理解,强调问题的深度探究与

思考,强调有效的学习迁移和问题解决,强调活动的

深度参与与体验,强调教学的育人功能与目标.
目前的高三复习教学中,普遍存在学生“一听就

懂、一做就错”的现象,原因是学生对所学知识并没

能真正理解,也无法迁移已学知识去解决新的问题,
其根本在于学生的学习不是真实的“深度学习”.基
于深度学习理论,高三专题复习需立足学生原有认

知,加强对数学概念、基本原理、基本模型、思想方法

等内容的统整,形成前后紧密联系、过程逻辑连贯的

专题复习结构.本文以“与球有关的接、切、截问题”
的专题复习为例,谈谈深度学习理念下的高三数学

专题复习教学策略.

1 教学设计

1.1 考情分析,明确方向

在高三教学中,教师要认真研读《课标》,研究历

年高考真题,明确高考方向,厘清高考近年怎么考

(考点分布、命题规律、考查能力)、曾经怎么考(历届

高考题)、还可能怎么考(各地模拟题),通过专题教

学,查找漏点,扫除盲点,攻克难点,突破热点.纵观

近几年高考数学全国卷,对简单组合体的考查是热

点之一,这类试题常用简单几何体与球的切、接、截
等结构特征为命题背景,以选择题或填空题的形式

出现.虽然是小题,但从图形的分解、组合到对图形的

再加工,从几何论证到代数运算,处处体现了对模型

识别能力、逻辑推理能力及运算求解能力的考查.
整理近十年全国高考试题中考查球的接、切、截

问题的情况,在课堂上呈现表1.
表1 近十年全国高考试题考查球的接、切、截情况统计

时间 外接球问题 内切球问题 截面问题

2014年 大纲全国卷理科第8题

2015年 全国卷 Ⅱ 理科第9题

2016年
全国卷 Ⅲ
第10题

2017年

全国卷 Ⅱ 文科第15题

全国卷 Ⅲ 理科第8题、
文科第9题

2018年
全国卷 Ⅲ 理科第10题、

文科第12题

2019年 全国卷 Ⅰ 理科第12题

2020年
全国卷 Ⅲ

理科第15题

新高考全国卷第16题

全国卷 Ⅱ 理科第10题

2021年 全国甲卷理科第11题

2022年
新高考 Ⅰ 卷第8题

新高考 Ⅱ 卷第7题

2023年 全国甲卷文科第16题
新高考 Ⅰ 卷

第12题

设计意图  展示历年高考真题,旨在对本节课

的核心问题进行定位,激发学生的学习热情,起到开

门见山的作用.

1.2 回归教材,温故知新

教材作为课程的重要组成部分,架起了课程标

准和教学内容之间的桥梁,是教与学的重要依据和

载体.高考试题最重要的来源就是教材,因此在高三
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教学中教师仍需研读教材,带领学生一起回归教材,
只有真正读懂、读通、读透、读活教材,才能更好地领

会高考试题的命题意图.
呈现教材中的问题.
问题1 (人教A版教材必修第二册第120页第

5题)一个正方体的顶点都在球面上,它的棱长是

acm,则球的体积为   .
变式1 一个正方体的棱长为acm,则该正方

体的内切球半径为   .
变式2 一个正方体的棱长为acm,若一个球

与该正方体的各条棱都相切,则该球的半径为   .
问题1可根据正方体图形的对称性进行直观想

象,知其体对角线是外接球的直径;也可抓住过球心

在过正方体两条“对棱”的截面来求解,这样就把空

间问题中的外接球问题转化为平面问题中的外接圆

问题.对于变式1和变式2也都可以运用上述的观察

法和截面法来处理.最后,引导学生提炼与球有关问

题的几何本质:一是确定球的要素,即球心和半径;
二是球的直径性质,即球上任一点到直径端点的张

角为直角;三是球的截面性质,即用一个平面截球,
截面是圆面,截线是圆,球心与不过球心的截面圆心

的连线垂直于截面,且球半径的平方等于球心到截

面的距离与截面圆的半径的平方和.
设计意图  借助学生熟悉的正方体模型切入,

旨在总结其外接球、内切球和棱切球的研究方法.
通过模型识别、几何直观、抽象概括、类比转化

等数学思维过程,建构起深度的结构化知识体系,切
实有效地提升了学生的直观想象素养.
1.3 深度理解,揭示本质

在高三教学中,教师要对问题进行深层次加工,
引导学生通过深度体验和深度思考,达到深度理解,
经历“知其然、知其所以然、何以知其所以然、何以由

然”的过程,使学生的思维不断深入,使学习成为一

种“再发现、再创造”的深度学习过程.

问题2 已知体积为46的长方体的八个顶点

都在球O 的球面上,在这个长方体经过同一个顶点

的三个面中,如果有两个面的面积分别为23,43,
那么球O 的体积等于( ).

A.32π3 B.167π3 C.33π2 D.117π2
探究1 取长方体不共面的4个顶点,请问它们

能够形成具有哪些不同特征的四面体? 如何求这些

四面体外接球的半径呢?
设计意图  从正方体模型到长方体模型,从正

方体外接球问题类比到长方体外接球问题,符合学

生的认知规律,容易找到问题的解题策略.但是,有

一些几何体虽然不是长方体,它的外接球问题却与

长方体的外接球问题有关.设置探究1旨在深度理

解长方体模型,通过学生寻找四面体、剖析四面体特

征(图1),最终提炼出利用补形法将几何体还原为

长方体模型的求解策略.

图1

探究2 在三棱锥 P-ABC 中,∠BAC =45°,

AB=4,AC=2,若平面PA⊥平面ABC,PA=6,
则三棱锥P-ABC 的外接球的表面积为    .

探究3 在三棱锥 P-ABC 中,∠BAC =45°,

AB=4,AC= 2,若PA=PB=PC= 6,则三棱锥

P-ABC 的外接球的表面积为    .
设计意图  对于一些特殊的四面体外接球问

题,可以将其补成长方体,转化为长方体外接球问

题,但对于一般的四面体外接球问题如何研究呢?
设置两个探究问题,旨在让学生抓住与球相关问题

的本质,利用球的截面性质确定外接球球心的位置,
并计算出球的半径.

对于探究2,可作出△ABC的外心O1(图2),设
其外接圆半径为r,过点O1 作面ABC 的垂线OO1,
设球心为O,球的半径为R,则OP=OA=R,M为AP
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 图2

的中 点,进而R2=r2+AM2.
此问题可进一步推广(图3),
一般n 棱锥P-A1A2…An 中

PA1 ⊥ 平面 A1A2…An,它
的外 接 球 半 径 满 足 R2 =

r2+
PA1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,其 中 多 边 形

A1A2…An 的外接圆半径为

r,n棱锥P-A1A2…An 的外接球半径为R.该棱锥模

型的实质又与圆柱模型和直棱柱模型是等价的,进
而得到一般的直棱模型外接球问题的求解策略.

图3

 图4

对于探究3,如图4,可
作出 △ABC 的外心O1,设
外接圆半径为r,过点O1 作

面ABC 的垂线OO1,设球

心为O,球的半径为R,则

R2=r2+(PO1-R)2(或r2=
PO1·(2R-PO1)).此问题

可进一步推广(图5),一般n
棱锥P-A1A2…An 的侧棱都

相等,则它的外接球半径满足 R2 =r2 +(PO1 -
R)2(或r2 =PO1·(2R -PO1)),其 中 多 边 形

A1A2…An 的外接圆半径为r,n 棱锥P-A1A2…An

的外接球半径为R.该棱锥模型的实质又与圆锥模

型是等价的,进而得到一般的侧棱相等模型外接球

问题的求解策略.

图5

1.4 规律迁移,问题解决

迁移是学习者理解或识别新旧知识之间的关联

性后产生的已有知识在新学习中的应用[2].学习的

主要目的就是迁移,学习者对新旧知识之间的理解

深度直接影响了迁移的效果.之前,学生已具备研究

几何体外接球问题的基本活动经验,也能够深度理

解几何体外接球问题的基本原理和基本方法,因此

教师可放手让学生自主探究几何体的内切球和截面

问题,实现规律迁移、触类旁通.
问题3 四棱锥P-ABCD 的底面ABCD 是边长

为6的正方形,且PA=PB=PC=PD,若一个半径

为1的球与此四棱锥所有面都相切,则该四棱锥的

高是( ).

A.6 B.5 C.92 D.94

 图6

变式3 如图6,在底面边长

为2、高为3的正四棱柱中,大球

与该正四棱柱的五个面均相切,
小球在大球上方且与该正四棱柱

的三个面相切,也与大球相切,则
小球的半径为    .

设计意图  关 于 几 何 体 的

内切球问题,一方面可以让学生

借助几何体外接球的研究经验来研究.问题3和变

式3都可以借助截面法将空间问题转化为平面问

题,即用降维思想来处理,这里的关键截面是含球心

和切点的截面(图7、图8).另一方面,对于问题3还

可以运 用 等 体 积 法 求 内 切 球 的 半 径,即VP-ABCD =

VO-ABCD +VO-PAB +VO-PBC+VO-PCD +VO-PDA =
1
3S表·r.

对于变式3,也可以建立空间直角坐标系求球心的

坐标,进而将几何问题转化为代数问题.

 图7 图8

问题4 (2020年山东高考第16题)已知直四

棱柱 ABCD-A1B1C1D1 的 棱 长 均 为2,∠BAD =

60°.以D1 为球心、5为半径的球面与侧面BCC1B1

的交线长为    .
设计意图  让学生借助几何体外接球的研究

经验来研究几何体的截面问题.利用球的截面性质

可知,球面与侧面BCC1B1 的交线为圆或圆弧,其圆

心为球心D1 在侧面BCC1B1 的射影,即线段B1C1

的中点 M(图9).设 截 面 圆 或 圆 弧 的 半 径 为r,则

r2+D1M2= (5)2,即r= 2.在侧面 BCC1B1 中,

∠EMF=
π
2

,球面与侧面BCC1B1 的交线为EF︵,长
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 图9

为
2π
2 .

1.5 整 体 感 悟,思 维

提升

在高三教学中,教师

要尽可能地拓宽学生的

思维空间,对学生思维经

验进行梳理、完善、建构,
使其知识、方法、思想变得有秩序、有层次、有系统,
以便形成结构化思维,让学习深度发生.

问题5 本节课你收获了哪些基本知识? 哪些

基本方法? 哪些基本思想? 哪些基本活动经验?

图10

设计意图  教师在学生畅所欲言中逐层显现

思维结构图,使其在大脑中把与球有关的接、切、截

问题的基本原理、基本方法和常见模型逐步建立起

来,真正实现“深度学习、发展素养”.

2 教学反思

深度学习是以学生为主体,以深层思维为主要

认知活动,追求问题探究的深度性、追求思维品质的

深刻性与批判性、追求情感投入的深沉性,以师生协

作、共享、补充等行为获得对数学知识本质的理解及

运用的学习活动.因此,在高三复习中要切实有效提

高学生参与的自主性与深度性,激发学生内在的学

习动机,使高阶思维贯彻教学的始终.
2.1 注重整合建构,促进学生深度探究

“深度学习实质上是结构性与非结构性知识意

义的建构过程,也是复杂的信息加工过程,须对已激

活的先期知识和新知识进行有效和精细的深度加

工,因此教学中需关注知识的整体性,促进学生的加

工与建构.”[3]本节课不仅从知识内部整合了与球有

关的组合体问题,还从方法层面统整了解决与球有

关组合体问题的研究方法,使学生在问题解决的体

验中建立完整的知识与方法体系,并形成学科观念

及学科思维统领下的多维度视角.

2.2 聚焦问题驱动,引导学生深度参与

深度学习强调对数学知识本质的理解和对概念

深层知识的掌握与运用,追求有效的学习迁移和问

题解决,要求学生在深度理解的基础上做到举一反

三,将知识方法迁移到陌生情境中解决新的问题.而
实现知识方法迁移的关键是对问题进行深入分析,
这就要求教师根据知识内容和学生思维水平创设合

适的问题.本节课一共涉及5个问题、3个变式和3个

探究,用阶梯式的驱动型问题层层深入,通过真实的

问题活动体验引导学生深度参与,挖掘知识本质,提
升高阶思维能力.
2.3 创设认知冲突,推动学生深度思考

模型的识别与建构是立体几何教学的关键内

容.学生对数学问题进行分析、推理、整合,构建认知

模型,再将模型在新的问题中迁移运用并适时加以

修正和完善,促使学生对知识体系的理解更加系统、
逻辑结构更加清晰,最终达到深度学习的效果.本节

课在学生已经掌握了几何体外接球问题的基础上,
放手让学生自主研究几何体内切球和截面问题,使
学生可以迁移外接球问题的研究方法来解决新的问

题.然而,学生对新的问题是否具有独到的研究手段

呢? 这就需要教师在认知冲突的引领下,启发学生

的思维,让他们生成深度思考,完善思维结构.
2.4 构建思维导图,助力学生深度学习

借助思维导图教学,可以让隐性的思维变外化

显现、抽象的思维变形象可视、零散的思维变整体有

结构[4].本节课中教师将与球有关的接、切、截问题

用思维导图呈现出来,能更准确地把握学生思维的

走向和水平,促使其认识知识的本质,理清方法间的

逻辑关联,助力深度学习.
总之,高三专题复习教学中,教师要精心拟定教

学策略,努力创造有趣味、有思考、有深度的高效课

堂,培育出真正会思考、善分析、有深度思维的优秀

学生,从而提高高三复习效益.
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