
中学生数学.２０２４年４月 上半月.总 第７２７期.高中

网址:zxss．cbpt．cnki．net　　　　　　　　　　　　　　　　　　邮箱:zxss２４８６＠１６３．com

高
考
园
地

“爪形”三角形的常用解法
曹贤鸣,林雅闻

(台州第一中学,浙江 台州３１８０００)

　　三角形中的一个顶点与对边上一点连线

得到的图形通常叫做“爪形”三角形．近两年,

２０２１年新高考卷Ⅰ,２０２２年全国甲卷考查了

“爪形”三角形,２０２３年在新高考卷Ⅰ、新高考

卷Ⅱ、全国甲卷理科和全国乙卷理科都考查了

“爪形”三角形,这种题型已成为全国高考数学

卷中的热点．从单一的三角形到“爪形”三角

形,解三角形的题目也随之从单一到复合,突

出对正弦定理、余弦定理、三角形面积公式以

及三角恒等变换等基础内容的考查;与平面几

何内容的综合,增强了考查的综合性．虽然考

查难度虽仍属中等,但综合性变强,求解方法

更加灵活多样．下面介绍求解此类问题的常见

思路与方法．

１ 局部可解的“爪形”三角形的求解方法

“爪形”三角形中有三个三角形,当其中一

个三角形可解时,就可以此三角形为解题切入

口,利用正弦定理、余弦定理进行化边或者化

角,瞄准求解目标,在可解的三角形中求出后

续所需要的边或角,进而求解．

题１　 (２０２３ 年 全 国 高 考 乙 卷 理 科)在

△ABC 中,已知 ∠BAC＝１２０°,AB＝２,AC

＝１．

(１)求sin∠ABC;

(２)若 D 为BC 上一点,且∠BAD＝９０°,

求△ADC 的面积．

图１-１

分析与解　(１)由∠BAC＝１２０°,AB＝２,

AC＝１,知△ABC 可解．

在△ABC 中由余弦定理求得BC＝ ７,

cosB＝
５７
１４

,

求得sin∠ABC＝
２１
１４ ．

(２)在△ADC 中,∠CAD＝３０°,AC＝１,

要求 △ADC 的 面 积 只 要 求 出 AD．AD 是

△ADC 与 △ADB 的公共边,而且在可解的

△ABC 中可以求得∠ABC 或者∠ACB,这样

△ADC 与△ADB 都变成可解了．

比 较 两 个 三 角 形, 第 (１)题 已 求 得

sin∠ABC＝
２１
１４

,且 ∠BAD ＝９０°,所 以 在

△ADB 中求解时运算更合理．

由(１)中的 cosB＝
５７
１４

,sin∠ABC＝

２１
１４

,得tan∠ABC＝
３
５．

在直角△ADB 中,

AD＝ABtan∠ABC＝２×
３
５＝

２３
５

,

因此S△ADC ＝
１
２AC·ADsin∠CAD＝

１
２

×１×
２３
５ ×

１
２＝

３
１０．

题２　(２０２３年全国新高考Ⅱ)记△ABC

的内角 A,B,C 的对边分别为a,b,c,已知

△ABC 的面积为 ３,D 为BC 中点,且 AD

＝１．

(１)若∠ADC＝
π
３

,求tanB．

·６４·
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图１-２

分析与解　题设中有△ADC 的面积为

３
２

,∠ADC＝
π
３

且AD＝１可知组成“爪形”三

角形中的△ADC 可解．

由∠ADC＝
π
３

且AD＝１,

所以DC 边上的高AE＝
３
２

,

又△ADC 中有△ADC 的面积为
３
２

,

所以DC＝
２S△ADC

AE ＝
３
３
２

＝２．

所以在△ABD 中,∠ADB＝
２π
３

,BD＝２,

AD＝１,此时△ABD 可解．

在△ABD 中,由余弦定理得

c２＝BD２＋AD２－２BD·ADcos∠ADB,

即c２＝４＋１－２×２×１×(－
１
２

)＝７,

解得c＝ ７．

再由正弦定理
AD

sin∠B＝
AB

sin∠ADB
得

sin∠B＝
ADsin∠ADB

AB ＝
１×

３
２

７
＝

２１
１４

,

所以tanB＝
３
５．

另解　如果利用直角△ABE,那么运算更

简洁．BE＝ AB２－AE２ ＝ ７－
３
４ ＝

５
２

,所以

tanB＝
AE
BE＝

３
５．

２０２３年全国新高考卷中Ⅰ、甲卷理科的解

三角形题也属于此类问题,

题３　 (２０２３ 年 全 国 新 高 考 Ⅰ)已知 在

△ABC 中,A＋B＝３C,２sin(A－C)＝sinB．

(１)求sinA;

(２)设AB＝５,求AB 边上的高．

题４　 (２０２３ 年 全 国 高 考 甲 卷 理 科)在

△ABC 中,∠BAC＝６０°,AB＝２,BC＝ ６,

∠BAC 的 角 平 分 线 交 BC 于 D,则 AD

＝ ．

２０２３年全国高考题中涉及到“爪形”三角

形题,解题途径较多,如果能灵活运用正弦定

理、余弦定理这些基本内容进行边角互化,求

解思路自然、流畅．

２ 局部不可解的“爪形”三角形的求解方法

“爪形”三角形中的三个三角形都不能直

接求解时,可以寻找各个三角形中的边、角或

者面积之间的等量关系,利用等式构造方程或

者函数求解．

题２(续)　 (２０２３ 年 全 国 新 高 考 Ⅱ)记

△ABC 的内角A,B,C 的对边分别为a,b,c,

已知△ABC 的面积为 ３,D 为BC 中点,且

AD＝１．

(２)若b２＋c２＝８,求b,c．

分析　求解:如图１-２,题中的三个三角形

都不能直接求解,D 为BC 中点,易找到等式

∠ADC＋∠ADB＝１８０°,进而有cos∠ADC＋

cos∠ADB＝０．

设BD＝CD＝x,由分别在两个三角形中

利用余弦定理得

１＋x２－c２

２×１×x ＋
１＋x２－b２

２×１×x ＝０,

即２＋２x２＝c２＋b２＝８,所以x＝ ３．

△ADC 中有△ADC 的面积为
３
２

,DC＝

３且 AD ＝１,此 时 △ADC 可 解,所 以 在

△ADC 中有sin∠ADC＝
２S△ADC

AD·DC＝
３
３

＝１,

所以∠ADC＝９０°,由等腰三角形性质知b＝c

＝ AD２＋CD２ ＝２．

·７４·
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题５　(高 三 模 拟 题)在△ABC 中,已知

tanA ＝
１２
５

,D 为 BC 上 一 点,AD ＝３ ２,

∠DAB＝４５°,求△ABC 的面积的最小值．

分析　题中的三个三角形都不能直接求

解,需要寻找各个三角形之间的等量关系,仿

上题有cos∠ADC＋cos∠ADB＝０,

设DC＝x,BD＝y,

则
１８＋x２－b２

２×３２×x
＋
１８＋y２－c２

２×３２×y
＝０,

又由余弦定理有

y２＝１８＋c２－２×３２c·cos４５°,

(x＋y)２＝b２＋c２－２bc·cos∠BAC,

已知tanA＝
１２
５

,所以三个等式中有四个

未知数,消元后保留一个未知数,建立目标函

数,利用函数方法求解．但消元时运算量较大,

换一个角度,寻找图中边或者面积的等量关系

求解．

解一　(利用边的关系寻找等式)

由tanA＝
１２
５

知sin∠CAB＝
１２
１３

,

cos∠CAB＝
５
１３．

所以sin∠DAC＝sin(∠CAB－４５°)＝
１２
１３

×
２
２－

５
１３×

２
２＝

７２
２６

,

设∠ADC＝θ,记三角形中 AB＝c,AC

＝b．

在△ADC 中,sin∠CAD
DC ＝

sin∠ADC
b

,

图２-１

在△ADB 中,sin∠BAD
BD ＝

sin∠ADB
c

,

又sin∠ADC＝sin∠ADB＝sinθ,所以

DC＝
bsin∠CAD

sinθ ＝
７２b

２６sinθ
,

BD＝
csin∠BAD

sinθ ＝
２c

２sinθ
,

又
１
２bcsin∠CAB＝

１
２BC×ADsinθ,

则BC＝
２２bc
１３sinθ

,

所以由BC＝DC＋BD,

得
２２bc
１３sinθ＝

７２b
２６sinθ＋

２c
２sinθ

,

即４bc＝７b＋１３c．

４bc＝７b＋１３c≥２ ７b·１３c,bc≥
７×１３

４
,

当且仅当
４bc＝７b＋１３c,

７b＝１３c{ 即

b＝
１３
２

,

c＝
７
２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

时,

△ABC 的面积的最小值S△ABC ＝
１
２bc·

sin∠CAB＝
６
１３bc≥

６
１３×

７×１３
４ ＝

２１
２．

解二　(利用面积的关系寻找等式)

S△ABD ＋S△ACD ＝S△ABC,

１
２

·３２b×
７２
２６ ＋

１
２

·３ ２c×
２
２ ＝

１
２

·

bc×
１２
１３

,

即７b＋１３c＝４bc,下同上面求解．

说明　在得到４bc＝７b＋１３c后,如果利用

b＝
１３c

４c－７
进行消元后建立目标函数,那么后续

求解要用到导数方法,运算比较繁琐．

(责审　高雪松)

·８４·


