
数少形时少直觉

———以一道解三角形典型问题的探究为例

周仕敏(江苏省南京市人民中学 210008)

【摘 要】 直观想象是数学新课程标准提出

的六大核心素养之一,近几年的全国高考也对直观

想象进行了重点考查.三角形是最基本的平面图形,
借助其几何图形来解决问题也是基本手段.
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几何直观是数学新课程标准提出的核心概念之

一,是指利用图形描述和分析问题,借助它把复杂的

数学问题变得简明、形象,有助于探索解决问题的思

路,预测结果.利用正余弦定理解任意三角形是高中

数学基本且重要的知识,常见的模型和解题办法在

平时的教学中都是反复强调,没想到在一轮复习时

还会遇到这样一个问题.
例1 (2017年北京卷)在△ABC 中,已知A=

π
3

,c=
3
7a.

(1)求sinC 的值;
(2)若a=7,求 △ABC 的面积.
关注第(2)问.
学生1 由大前提和第(1)问所得,该三角形已

知∠A 和∠C,这时候通常求出第三个角B.又因为

a=7,c=3,所以选择面积公式S△ABC =
1
2acsinB

,

问题得解.
具体为:由c<a,得到C <A,

所以C ∈ 0,π2( ),cosC=
13
14.

sinB=sin
π
3+C( )=8314,

S△ABC =
1
2acsinB=63.

两步转化顺利完成,没有遇到困难.

学生2 分析,该三角形已知A=
π
3
,a=7,c=

3,要 求 三 角 形 面 积,想 选 择 面 积 公 式 S△ABC =
1
2bcsinA

,只要求出b即可.问题转化为三边和一个

角的关系,通过余弦定理a2=b2+c2-2bccosA,得
b2-3b-40=0,解得b=8或-5(舍去).同样得到

△ABC 的面积为63.
学生3 我的方法与学生2类似,先求出b,再

求面积.但是我选择的余弦定理公式为c2=a2+b2-
2abcosC,得b2-13b+40=0,解得b=8或5.这样就

会得到双解,为什么会这样? 如何舍去b=5?
教师没有简单地否定学生选择的不合适,更没

有粗暴要求学生3按照学生2的思路去处理就没有

这个问题了,而是在下节课时展示学生3的过程,带
领大家一起来讨论.

学生4 在△ABC中,可由sinB=
83
14 >

3
2=

sinA,得B>A,所以b>a=7,舍去b=5.

学生5
 

 因为A=
π
3
,A是锐角,所以a2<b2+

c2,所以b2>a2-c2=40,舍去b=5.
学生 6 验 一 下:当b =5 时,由 cosA =

b2+c2-a2

2bc =-
1
2
,得A=

2π
3
,舍去;

当b=8时,由cosA=
1
2
,得A=

π
3
,符合题意.

教师  感谢学生3给我们提出了一个这么有

价值的问题,同学们处理得很好! 都成功地排除了

不合题意的解,但如果能选择的话,我们希望能避开

多解的情况.接下来,我们来探讨能否避开.解法1
和解法2面对的解三角形问题,都是已知三角形的

两边及其中一边的对角,求第三边.这样的三角形的

解的情况可以通过作图来研究.具体如下.

解法1 在 △ABC 中,已知A=
π
3
,a=7,c=

3,作图1,圆弧与直线AC 有两个交点,分别位于A
点两侧,对应b=8和-5,舍去-5.

解法2 在△ABC中,已知sinC=
33
14
,a=7,

c=3,作图2,圆弧与直线CA 有两个交点,均位于C
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点右侧,对应b=5和8这两解.从图2中我们可以看

到,当b=5时,∠CA'B 为钝角,与题意不符;当b=
8时,∠CAB 为锐角,符合题意.

图1

图2

从以上两图中,我们发现,在这种问题中,我们

用余弦定理来求第三边时,应选择比较大的角,可以

有效避开多解的问题.
学生们恍然大悟.
反思  “用图形来判断这类三角形的解的个

数”在知识梳理有,但是学生感觉解题中很少用到,
探究它的兴趣缺乏,这个知识点形同虚设.而在本题

的探究中,学生发现图形的直观感受印象深刻,还通

过观察总结了做题经验,激活了这个知识点.
教师紧跟着给了一个练习:
(2018年北京卷)在 △ABC 中,a=7,b=8,

cosB=-
1
7.

(1)求A;
(2)求AC 边上的高.

图3

学生反馈 第(1)问可得A=
π
3
,如图3所示,

要求BD,可在Rt△ABD 中解决,先求出AB 边;而
求AB 边可在△ABC 中利用余弦定理;此时已知A
和B,选较大角不会产生多解,所以应该由余弦定理

b2=a2+c2-2accosB,得c2+2c-15=0,解得c=

3或-5(舍去),即AB=3,从而BD=3sinA=
33
2 .

教师  学以致用,很好!
美国教育家苏娜丹戴克说:“告诉我,我会忘记,

做给我看,我会记住,让我参加,我就会完全理解.”
教师在教学中对学生进行启迪、诱导,尽量让学生在

实践中去获得知识,从而留下美好而深刻的印象.
在后来的一节课上又遇到这样一个问题:
(2019年全国卷III理科第18题)在△ABC中,

内角 A,B,C 所对的边分别为a,b,c,已知asin
A+C
2 =bsinA.

(1)求B;
(2)若 △ABC 为锐角三角形,且c=1,求

△ABC 面积的取值范围.

第(1)问求得B=
π
3
,解答过程略.第(2)问由

S△ABC =
1
2acsinB=

3
4a,后面不知道该如何走了.

教师  接下来如果能求出a的范围,问题就解

决了.限定条件有哪些? 怎么用? 小组讨论一下.
(对于走边和走角的传统解法此处不赘述)一个学

生提出来:“老师,画张图就解决了! ”由锐角三角

形的限定条件,如图4所示,C 点有两个极限位置

C1,C2,分别使得C和A 为直角,解得BC1=
1
2
,BC2

=2,可得1
2 <a<2.

图4

教师肯定了学生2的想法,并协助他完成了上

述思路的表述.
结语

在教学中,可以引导学生养成画图的好习惯,借
助基本图形、信息技术等方法培养学生的几何直观

性.教师把几何直观运用得越充分,学生的直观表达

就越清晰,领悟能力就越强,分析问题和解决问题的

能力也越强.
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