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极点极线视域下圆锥曲线试题的应用探索
福建省泉州市晋江市紫峰中学 (362200) 曾晓丽

摘要 极点与极线是高等几何中的重要概念, 不属于

《高中数学课程标准》规定的学习内容,在高考考查的范围

之外. 但由于极点与极线是圆锥曲线的一种基本特征,在高

考关于圆锥曲线的试题中经常有所反映. 如果我们了解一些

圆锥曲线中极点与极线的知识运用,可以帮助我们明确解决

问题的方向,快速得到结论,增强解决问题的信心. 培养学生

进行研究性学习习惯,提高学生对数学学科核心素养的认识,

从而激发学生更有兴趣深入探究问题.
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定义 1 (极点, 极线) 若圆锥曲线 C : Ax2 + Bxy +

Cy2 +Dx+Ey+F = 0,已知点 P (x0, y0)(非中心),直线 l :

Axx0+B
xy0 + x0y

2
+Cyy0+D

x0 + x

2
+E

y0 + y

2
+F = 0,

则称点 P (x0, y0)是直线 l关于圆锥曲线 C 的极点,直线 l称

为 P 点关于曲线 C 的极线.

性质 1 若 P 在圆锥曲线 C 上,则 P 关于 C 的极线即

C 为在 P 处的切线.

性质 2 (配极原理)关于圆锥曲线 C,若 P 在 Q的极线

上,则 Q在 P 的极线上,并称 P,Q关于 C 调和共轭.

性质 3 (极线即切点弦)过圆锥曲线 C 外的一点 P 作

PA,PB 切 C 于 A,B 两点,则 AB 为 P 关于 C 的极线.

定义 2 (调和点列)若直线 l上四个点 A,B,C,D 满足
AB

BC
=

AD

DC
,则 A,B,C,D是一组调和点列.

定义 3 (调和线束)四条直线 l1, l2, l3, l4相交于一点,记

直线 li, lj 的夹角为 αij ,若
sinα12

sinα23
=

sinα14

sinα34
,则 l1, l2, l3, l4

是一簇调和线束.

性质 4 (调和点列与调和线束的转换) 若直线上有四

个点 A,B,C,D, 直线外有一点 P , 若 A,C;B,D 调和, 则

PA,PC;PB,PD调和;反之也成立.

证明 由正弦定理,
AB

sin∠APB
=

AP

sin∠ABP
,

BC

sin∠BPC
=

CP

sin∠CBP
.

两式相除得
sin∠APB

sin∠BPC
=

AB · CP

BC ·AP
, 同理 sin∠APD

sin∠DPC
=

AD · CP

DC ·AP
, 所以 A,C;B,D 调和 ⇔ AB

BC
=

AD

DC
⇔

sin∠APD

sin∠BPC
=

sin∠ADP

sin∠DPC
⇔ PA,PC;PB,PD调和.

性质 5 (极点极线与调和点列的转换)圆锥曲线 C 上有

A,B两点,若 P,Q;A,B是调和点列,则 P,Q关于 C调和共

轭.

证明 (以 C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1为例): 若 P,Q;A,B是调和

点列,则设
−→
AP = λ

−−→
PB,

−→
AQ = −λ

−−→
QB,A (x1, y1),B (x2, y2),

所以P (
x1 + λx2

1 + λ
,
y1 + λy2
1 + λ

),Q(
x1 − λx2

1− λ
,
y1 − λy2
1− λ

). 因为

A,B ∈ C 有
x2
1

a2
+

y2
1

b2
= 1, 1�

x2
2

a2
+

y2
2

b2
= 1, 2�

由 1�−λ2 2�得:
(x1 + λx2) (x1 − λx2)

a2
+

(y1 + λy2) (y1 − λy2)

b2

=(1− λ) (1 + λ) ,

从而

类似题 4.2 (2019年高考新课标 ⅠⅠ卷理科第 20题)已知

函数 f (x) = sinx− ln (x+ 1), f ′ (x)为 f (x)的导数,求证:

(1) f ′ (x)在区间 (−1,
π

2
)存在唯一极大值点;

(2) f (x)有且仅有 2个零点.

类似题 4.3 (2020年高考新课标Ⅲ理科第 21题节选)设

f (x) = x3 − 3

4
x + c,若 f (x)有一个绝对值不大于 1的零

点,证明: f (x)所有零点的绝对值都不大于 1.
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(x1 + λx2)

(1 + λ)
· (x1 − λx2)

(1− λ)

a2
+

(y1 + λy2)

(1 + λ)
· (y1 − λy2)

(1− λ)

b2
= 1.

即证 P,Q关于 C 调和共轭.

引理 若 A1, A2;B1, B2 在圆锥曲线 C 上, A1B1 ∩

A2B2 = P , A1B2 ∩A2B1 = Q,则 P,Q调和共轭.

证明 在 A1B1 上取 Q1 ̸= P 使得 A1, B1;P,Q1 调和,

由性质 5有 Q1 在 P 的极线上. 设 QQ1 ∩ A2B2 = Q2, 由

QA1, QB1;QP,QQ1 调和, 有 B2, A2;P,Q2 调和, 故 Q2 在

P 的极线上. 于是 Q1Q2 为 P 的极线,而 Q ∈ Q1Q2,故 Q

在 P 的极线上,即 P,Q关于曲线 C 调和共轭.

性质 6 (平行线被调和线束平分) l1, l3; l2, l4 是调和线

束,若 l//l1 交 l2, l3, l4 于 A,B,C,则 B为 A,C 中点.

证明 设线束交于 P 点,则
PB

AB
=
sin∠PAB

sin∠APB
=

sinα12

sinα23

=
sinα14

sinα34
=

sin∠PCB

sin∠BPC
=

PB

BC
,

故 AB = BC. 即证 B 为 A,C 中点.

例 1 (2023 年高考乙卷理科第 20 题) 已知椭圆

C :
y2

a2
+

x2

b2
= 1(a > b > 0)的离心率为

√
5

3
,点 A(−2, 0)

在 C 上.

(1)求 C 的方程;

(2)过点 (−2, 3)的直线交 C 于 P,Q两点,直线AP,AQ

与 y轴的交点分别为M,N ,证明: 线段MN 的中点为定点.

解 (1)由题意 b = 2,
c

a
=

√
5

3
得知:

√
a2 − b2

a
=

√
5

3
,

从而 a = 3,所以曲线 C 的方程为: y
2

9
+

x2

4
= 1.

(2) 证明: 令 B (−2, 3), 如

图 1, 在线段 PQ 上取一点

E 使得
|BQ|
|QE| =

|BP |
|PE| , 即

B,E;P,Q为调和点列,又 P,Q

是椭圆 C 上的点, 根据性质 5

可知: B,E 关于椭圆 C 调和共

轭,所以点 E 在点 B 的极线上,

点 B 的极线 l为: y =
3

2
x + 3.

图 1

又因为 A(−2, 0),所以点 A也在极线 l上,即直线 AE 就是

极线 l. 因为 B,E;P,Q为调和点列,所以 AB,AE;AP,AQ

为调和线束. 由题可知: 直线 AB : x = −2, 所以 AB//y

轴, 又因为直线 AP,AE, AQ 分别与 y 轴交于点 M,D,N ,

由性质 6可知: D 为MN 的中点. 由于直线 AE 为定直线

l : y =
3

2
x+ 3,所以它与 y轴的交点为定点,即D (0, 3).

例 2 (2023年高考新课标 II卷第 21题)双曲线 C 中心

为原点,左焦点为 (−2
√
5, 0),离心率为

√
5.

(1)求 C 的方程;

(2)记 C 的左,右顶点分别为 A1, A2,过点 (−4, 0)的直

线 C 的左支交于M,N 两点, M 在第二象限,直线MA1 与

NA2 交于 P ,证明 P 在定直线上.

解 (1)由题意 c = 2
√
5, e =

√
5 =

c

a
,则 a = 2, b2 = 16,

双曲线为
x2

4
− y2

16
= 1.

(2)证明 令 Q (−4, 0),

如图 2, 在 MN 上取 P1 ̸=

Q 使得 M,N ;Q,P1 调和,

由性质 5有 P1在Q的极线

上,由题知点Q的极线 l为:

x = −1, 并且得到调和线

束 PM,PN ;PQ,PP1, 设 图 2

PP1 ∩ A1A2 = P2,则直线 A1A2 与 PM,PN,PQ,PP1 分

别交于点 A1, A2, Q, P2, 即 A1, A2;Q,P2 为调和点列, 又

A1, A2 在双曲线 C 上,所以 Q,P2 关于双曲线 C 调和共轭,

即 P2 在 Q的极线上, 所以, 直线 P1P2 就是极线 l, 又因为

P ∈ P1P2,所以点 P 在极线 l上,即 x = −1上.
例 3 (福建省 2023 届适应性试卷第 21 题) 已知圆

A1 : (x+ 1)2 + y2 = 16,直线 l1过点 A2 (1, 0)且与圆 A1交

于点 B,C, BC 中点为D,过 A2C 中点 E 且平行于 A1D的

直线交 A1C 于点 P ,记 P 的轨迹为 Γ.

(1)求 Γ的方程;

(2)坐标原点 O关于 A1, A2 的对称点分别为 B1, B2,点

A1, A2 关于直线 y = x的对称点分别为 C1, C2,过 A1 的直

线 l2 与 Γ交于点M,N ,直线 B1M,B2N 相交于点 Q. 请从

下列结论中,选择一个正确的结论并给予证明.

1� ∆QB1C1 的面积是定值; 2� ∆QB1B2 的面积是定

值; 3�∆QC1C2 的面积是定值.

图 3-1 图 3-2

解 (1) 由题意得, A1(−1, 0), A2(1, 0). 因为 D 为 BC

中点, 所以 A1D⊥BC, 即 A1D⊥A2C, 又 PE//A1D, 所以

PE⊥A2C,又 E 为 A2C 的中点,所以 |PA2| = |PC|,所以
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|PA1|+|PA2| = |PA1|+|PC| = |A1C| = 4 > |A1A2|,所以

点 P 的轨迹 Γ是以 A1, A2 为焦点的椭圆 (左、右顶点除外).

设 Γ :
x2

a2
+

y2

b2
= 1(x ̸= ±a),其中 a > b > 0, a2 − b2 = c2.

则 2a = 4, a = 2, c = 1, b =
√
a2 − c2 =

√
3. 故

Γ :
x2

4
+

y2

3
= 1(x ̸= ±2).

(2)结论 3�正确,下证∆QC1C2 面积为定值.

证明 因为 B1, B2,M,N 都在椭圆 Γ 上, 由题易知

B1B2 ∩MN = A1, B1M ∩B2N = Q,则 A1, Q关于椭圆 Γ

调和共轭,即 Q在点 A1 的极线上,又因为极点 A1 的极线为

x = −4,所以点 Q在直线 x = −4上. 所以点 Q到 C1C2 的

距离 d = 4,则 S∆QC1C2 =
1

2
× |C1C2| × d =

1

2
× 2× 4 = 4.

例 4 (2023年 5月福州市高三毕业班质量检测)已知双

曲线 C :
x2

a2
− y2

b2
= 1(a > 0, b > 0)的右顶点为 A, O为原

点,点 P (1, 1)在 C 的渐近线上,∆PAO的面积为
1

2
.

(1)求 C 的方程;

(2)过点 P 作直线 l交 C 于M,N 两点,过点 N 作 x轴

的垂线交直线 AM 于点 G, H 为 NG 的中点, 证明: 直线

AH 的斜率为定值.

解 (1) 因为 P (1, 1) 在 C 的渐近线 y =
b

a
x 上, 所以

a = b,因为 A(a, 0),所以 ∆PAO 的面积为
1

2
a2 =

1

2
,解得

a = 1,所以 b = 1,所以 C 的方程为 x2 − y2 = 1.

图 4

(2) 在线段 MN 上取点 Q 使得
|MQ|
|QN | =

|MP |
|PN | ,

即 M,N ;P,Q 为调和点列, 又 M,N 是曲线 C 上的

点, 根据性质 5 可知: P,Q 关于曲线 C 调和共轭, 设

Q (xQ, yQ) , P (xP , yP )则有 xPxQ − yP yQ = 1,又 P (1, 1)

代入有 xQ − yQ = 1. 因为点 P (1, 1)的极线 l1 : x− y = 1,

所以点 Q在极线 l1 上,又因为点 A (1, 0),所以点 A也在极

线 l1 上,即直线 AQ就是极线 l1. 因为M,N ;P,Q为调和点

列,则 AM,AN ;AP,AQ为调和线束. 又因为 NH⊥x轴,由

题易知直线 AP 为: x = 1, 所以 NH//AP , 并且直线 NH

与直线AN,AQ,AM 分别交于点N,H,G,则由性质 6可知:

H 即为线段NG的中点. 即中点H 在直线AQ上,所以直线

AH 即为极线 l1 : y = x− 1,所以直线 AH 的斜率为 1.

例 5 (2022 年高考全国乙卷理科第 20 题) 已知椭

圆 E 的中心为坐标原点, 对称轴为 x 轴、y 轴, 且过

A (0,−2) , B(
3

2
,−1)两点.

(1)求 E 的方程;

(2)设过点 P (1,−2)的直线交 E 于M,N 两点, 过 M

且平行于 x 轴的直线与线段 AB 交于点 T , 点 H 满足
−−→
MT =

−−→
TH . 证明: 直线HN 过定点.

解 (1) 设椭圆 E 的方程为 mx2 + ny2 = 1, 过

A (0,−2) , B(
3

2
,−1),则 4n = 1,

9

4
m+ n = 1,解得m =

1

3
,

n =
1

4
,所以椭圆 E 的方程为: y

2

4
+

x2

3
= 1.

(2)定点为 (0,−2),证明如下:

证明 在线段 MN 上取点 Q 使得
|MQ|
|QN | =

|MP |
|PN | ,

即 M,N ;P,Q 为调和点列, 又 M,N 是椭圆 E 上的

点, 根据性质 5 可知: P,Q 关于椭圆 E 调和共轭.

设 Q (xQ, yQ) , P (xP , yP ) 则有
yP yQ
4

+
xPxQ

3
= 1, 又

P (1,−2)代入有
xQ

3
− yQ

2
= 1,而直线 AB :

x

3
− y

2
= 1,

所以 Q ∈ AB, 即 Q 为 AB 与 MN 的交点. 如图 5, 可知

M,N ;P,Q为调和点列,则 AM,AN ;AP,AQ为调和线束.

图 5

又根据题意过M 作MT//x轴,且直线 AP : y = −2,

所以 MT//AP , 直线 MT 分别与直线 AM,AQ,AN 交于

点 M,T,H1, 根据性质 6 可知 T 为 MH1 的中点. 又因为
−−→
MT =

−−→
TH ,所以 T 为MH 的中点,即 H 与 H1 重合,所以

A,H,N 三点共线,即直线HN 必过定点 A (0,−2).

极点极线的问题若只是以高中的角度来看并不是太复

杂,在高中解析几何中即可用来求切线、切点弦方程,易学易

懂. 还可用来确定割线交点的位置,在处理一些动直线过定

点和动点在定直线上时很容易找到答案,极点极线的应用在

高考中出现频率较高,此处只是将极点极线的性质直接拿来

使用,更多的性质以及性质的证明在大学高等几何中会学到,

此处无需深究.
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