
一道2023年解析几何模考题的探究

宋桃富(广东省佛山市顺德区乐从中学 528315)

【摘 要】 从历年高考真题和各地模拟卷可

以看到,依托极点极线的背景来命制的圆锥曲线综

合问题非常多,考查的不是高中数学知识生搬硬套,
而是高中生的逻辑推理能力和运算求解能力.教学

中,我们可以站在更高处来看待问题,了解知识的背

景和原理有助于更好理解问题.
【关键词】 高中数学;椭圆;圆锥曲线

1 试题呈现

试题  (2023年燕博园21题)已知椭圆C:x
2

a2

+y2

b2
=1a>b>0( )的短轴长为2,离心率为 3

2.

点P 4,2( ),直线l:x+2y-1=0.
(1)证明:直线l与椭圆C 相交于两点,且每一

点与P 的连线都是椭圆的切线;
(2)若过点P 的直线与椭圆交于A,B 两点,与

直线l交于点Q,求证:PA→·QB→=PB→·AQ→.
本试题以椭圆为载体,考查圆锥曲线切线、定值

问题.问题(1)是以极点、极线为背景,证明椭圆的

切线;问题(2)以调和点列性质为背景,证明直线与

椭圆交点的线段乘积等量关系.本题的知识背景深

厚,解题方法多样,较好地考查了考生的逻辑推理能

力和数学运算能力.
2 证法探究

由题知

2b=2,

e=
c
a =

3
2

a2=b2+c2,

■

■

■

|
||
|
||

,因此a2=4,b2=1,

则椭圆方程为x2

4 +y2=1.

联立
x2

4 +y2=1,

x+2y-1=0,

■

■
■

||
|| 消去x,

可得8y2-4y-3=0,Δ= -4( )2-4×8×
-3( )=112>0,则该方程有两个不相等的实根,所

以直线l与椭圆C 相交于两点.
下面从不同视角,对问题(1)的证明切线及问

题(2)进行解答.
2.1 问题(1)证明

证法1 设M 1-2y0,y0( )为直线l与椭圆C
的交点,

则8y2
0-4y0-3=0,y2

0=
1
2y0+

3
8
,

直线PM 的方程为y=
y0-2

-2y0-3
x-4( )+2,

即y=
2-y0

2y0+3
x+

8y0-2
2y0+3

.

代入椭圆方程得

x2+4
2-y0

2y0+3
x+

8y0-2
2y0+3( )

2

=4,

所以 1+
42-y0( )2

2y0+3( )2
■
■

|
| ■
■

|
| x2

+
82-y0( )8y0-2( )

2y0+3( )2
x

+
48y0-2( )2

2y0+3( )2
-4=0,

整理得 8y2
0-4y0+25( )x2+16(-4y2

0+9y0

-2)x+4(60y2
0-44y0-5)=0,

即2x2+42y0-1( )x- 4y0-5( )=0,

从而Δ=162y0-1( )2+84y0-5( )=8(8y2
0-

4y0-3)=0.
所以直线PM 与椭圆C 只有一个交点,即PM

是椭圆的切线.

证法2 由x2

4 +y2=1,令X =
x
2
,Y=y,

得C':X2+Y2=1,l':2X+2Y-1=0,P'(2,

2),
则过P'求圆C'的切线,可得切点弦方程为2X

+2Y-1=0,从而可知C'与l'的两交点,任意一点

与P'连线都是圆C'的切线,又因为伸缩变换不改
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变图形的相切和相交特征,从而得证直线l与椭圆C
的两相交点,与P 的连线都是椭圆的切线.

证法3 过点P x0,y0( )作椭圆C:x
2

a2+
y2

b2
=1

的切线,

则切点弦所在直线方程为
x0x
a2 +

y0y
b2

=1.

所以过P 4,2( )作椭圆x2

4 +y2=1的切线,

切点弦所在直线方程为4x
4 +2y=1,

即x+2y-1=0,即直线l为切点弦.
所以直线l与椭圆C 的交点与P 的连线是椭圆

的切线.

证法4 由
x2

4 +y2=1,

x+2y-1=0,

■

■
■

||
||

解得P1
1+ 7
2

,1- 7
4( ),

P2
1- 7
2

,1+ 7
4( ),

所以kPP1 =
4+ 7
6

,kPP2 =
4- 7
6

,

设过P 4,2( )直线方程为y=kx-k+2,

由
x2

4 +y2=1,

y=kx-k+2,

■

■
■

||
||

所以 k2+
1
4( )x2+(4k-8k2)x+16k2-16k

+3=0,

由Δ=0得k=
4± 7
6

,即过P 4,2( )作椭圆C

的切线,两切线分别为PP1,PP2.所以直线l与椭

圆C 的交点与P 的连线是椭圆的切线.
2.2 问题(2)证明

因为P,A,B,Q 四点共线,由(1)可知P 在线

段AB 外,Q 在线段AB 上,所以PA→与PB→的方向相

同,QB→ 与AQ→ 的 方 向 相 同, 设 A x1,y1( ),

B x2,y2( ),Q x3,y3( ).

证法1 要证PA→·QB→=PB→·AQ→,
只需要 PA · QB = PB · AQ ,

即证 PA
AQ =

PB
QB

,

不妨设x1 <x3 <x2,
因为P,A,B,Q 四点共线,

所以 PA
AQ =

PB
QB

,

等价于
4-x1

x3-x1
=
4-x2

x2-x3
,

即 4-x1( )x2-x3( )-(4-x2)(x3-x1)=0,
化简得,等价于求证 -8x3+(x3+4)(x1+

x2)-2x1x2=0.
设直线PQ 的方程为y-2=kx-4( ),
即y=kx+2-4k,

由
y=kx+2-4k,

x+2y-1=0,{
可得x3=

8k-3
1+2k

.

又由
y=kx+2-4k,

x2+4y2=4,{
可得 1+4k2( )x2 +161-2k( )kx +4(2-

4k)2-4=0,

所以x1+x2=
162k-1( )k
1+4k2

,

x1x2=
42-4k( )2-4
1+4k2

,

从而-8x3+ x3+4( )x1+x2( )-2x1x2

= -88k-3( )
1+2k +

8k-3
1+2k+4( )162k-1( )k

1+4k2

-
82-4k( )2-8
1+4k2

=
24-64k
1+2k +

16k+1
1+2k ×

162k2-k( )
1+4k2

+
8-16k2+16k-3( )

1+4k2

=
8 3-8k( )1+4k2( )+ 16k+1( )4k2-2k( )+[

1+2k( )
-16k2+16k-3( )1+2k( )]

1+4k2( )
=0.

所以结论成立.
3 试题推广

试题适当推广及结论的普遍性探讨,可以强化

问题的理解,引导学生对问题规律进行思考,升华解

题思想方法,提高解题的迁移能力,发展学生的创新
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能力,提升数学学科素养.对于本考题,可以如下试

题推广.
结论1 过椭圆C 外点P x0,y0( ),作椭圆C:

x2

a2+y2

b2
=1的两条切线,切点为M,N;若过点P 的

直线m 与椭圆交于A,B两点,与切点弦MN 交于点

Q,则

(1)切点弦 MN 所在直线方程为
x0x
a2 +

y0y
b2

=1;
(2)PA→·QB→=PB→·AQ→.
结论2 过双曲线C外点P x0,y0( ),作双曲线

C:x
2

a2-
y2

b2
=1的两条切线,切点为M,N;若过点P

的直线m 与双曲线交于A,B两点,与切点弦MN 交

于点Q.则:

(1)切点弦 MN 所在直线方程为
x0x
a2 -

y0y
b2

=1;
(2)PA→·QB→=PB→·AQ→.
结论3 过抛物线C外点P x0,y0( ),作抛物线

C:y2=2px 的两条切线,切点为M,N;若过点P 的

直线m 与抛物线交于A,B两点,与切点弦MN 交于

点Q.则:
(1)则切点弦 MN 所在直线方程为y0y=2p

x0+x
2

,即y0y=p(x0+x);

(2)PA→·QB→=PB→·AQ→.
评注  以上结论的证明可参照试题的证明过

程,限于篇幅,不再给出.
4 试题的逆向思考

考虑试题的逆命题:已知椭圆C:x
2

4 +y2=1.

点P 4,2( ),直线l:x+2y-1=0.
(1)直线l与椭圆C相交于两点M,N,过M,N

两点分别作椭圆切线l1,l2,则l1 与l2 相交于点P;
(2)若过点P 的直线m 与椭圆交于A,B 两点,

且直线m 上一点Q 满足PA→·QB→=PB→·AQ→,则点Q
在直线l上.

评注  试题的逆命题是正确的,联系结论1至

结论3,容易得到三个结论的逆命题,详细的证明留

给感兴趣的读者进行研究.
5 试题背景探究

引理1 (极点极线几何特征[1])以椭圆为例,

如图1所示,设P 为椭圆外一点,过P 作椭圆的两条

割线分别与椭圆相交于A,B 和C,D 四点,AC 与

BD 交于点M,AD 与BC交于点N,则称点P为直线

MN 关于椭圆的极点,直线MN 为点P 关于椭圆的

极线;另一方面,图1也可以这么来看,从椭圆外的

点N 作椭圆的两条割线分别交椭圆于A,D 和B,C
四点,AC 与BD 交于点M,AB 与CD 交于点P,所
以点N 和直线PM 也是一对极点和极线,同理,点

M 和 直 线 PN 也 是 一 对 极 点 和 极 线,因 此 在

△PMN 中,以其中一个顶点作为极点,该顶点的对

边所 在 的 直 线 就 是 对 应 的 极 线,从 而 我 们 将

△PMN 称为“自极三角形”,为了加以区分,图中画

成了虚线.如图2所示,当其中一条割线变成切线

时,此时D、M、N 几个点就都与切点C重合,从而点

C 和切线PC 是一对极点极线.

图1

 

图2

引理2 (极点极线的代数特征[2])在平面直角

坐标系xOy 中,设有圆锥曲线C(圆、椭圆、双曲线、

抛物 线 均 可)和 不 与 C 的 对 称 中 心 重 合 的 点

P x0,y0( ),在圆锥曲线C 的方程中,用x0x 替换

x2,y0y 替换y2,x0+x
2

替换x,y0+y
2

替换y,得

到的方程即为以P 作为极点的极线l的方程.即过

二次曲线C 外一点P x0,y0( ),作曲线C:Ax2 +

By2+Dx+Ey+F=0的两条切线,切点为M,N,

则切点弦MN 所在直线方程为Axx0+Byy0+D·

x+x0

2 +E·y+y0

2 +F=0.

以椭圆为例:
(1)当点P 在椭圆C上时,极线l为椭圆C在P
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处的切线,如图3所示;
(2)当点P 在椭圆C外部时,极线l为过点P 对

椭圆C 的切点弦所在直线,如图4所示.

图3

 

图4

引理3 (极点极线的调和分割性)(以椭圆为

例)如图5所示,设极点P的极线是直线l,过P作椭

圆的一条割线交椭圆于A、B两点,交极线l于点Q,

则P、A、Q、B 成调和点列,即 PA
PB =

QA
QB

(或写

成 2
PQ =

1
PA +

1
PB

).

图5

试题回顾
 

 从极点极线看,试题的问题(1),如
上图4,P 为极点,由引理2极点极线的代数特征,可
快速求解极线方程即为直线l方程,即直线l为极

线,从而得证“直线l与椭圆C 的两相交点,任一点

与P 的连线都是椭圆的切线”.
 

试题的问题(2),如
上图5,P 为极点,由引理3可知,则P、A、Q、B 成调

和点列,即 PA
PB =

QA
QB

,即PA→·QB→=PB→·AQ→.站

在极点极线的背景知识下,试题的两个问题均可快

速得到解决.同时,我们也可以更好地理解命题者如

何命制此试题.
6 链接真题

真题1 (2020年新课标Ⅰ卷题20)已知A,B

分别为椭圆E:x
2

a2+y2=1a>1( )的左、右顶点,G

为E 的上顶点,AG→·GB→=8,P 为直线x=6上的动

点,PA 与E 的另一交点为C,PB 与E 的另一交点

为D.
(1)求E 的方程;
(2)证明:直线CD 过定点.
分析 问题(2)从极点极线看,如图6所示,设

AB 和CD 交 于 点 Q,AD 和CB 交 于 点 M,则

△PQM 为自极三角形,所以点Q和直线PM 是一对

极点极线,设Q m,0( ),则极线PM 的方程为mx
9 =

1,即x=
9
m
,又点P 在直线x=6上,所以9

m =6,从

而m=
3
2
,故Q 3

2
,0( ),这样就得到了直线CD 过定

点 3
2
,0( ).

图6

7 结语

从往年高考真题和各地模拟卷可以看到,这种

依托极点极线的背景来命制的圆锥曲线综合问题非

常多,都是从同一知识背景不断挖掘,且又进行不同

变式设置,考查的不是高等数学知识生搬硬套,而是

高中生的逻辑推理能力和运算求解能力,这既体现

了传承经典,又适度创新! 在平时的教学上,我们可

以站在更高处来看待问题,了解知识的背景和原理

有助于更好理解问题;另外在平时教学中,对问题多

进行变式及结论推广,能有效地培养学生的思维能

力和创新能力.
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