
“三招”解决数列不等式问题

于晓静(山东省青岛市城阳第三高级中学 266112)

【摘 要】 对于导数中数列不等式的证明问

题,主要有三种求解思路:逐项比较大小,利用数列

的单调性,数列放缩.在证明数列不等式问题时要具

体问题具体分析,从要求的数列本身或者与之比较

的表达式两个方面入手.
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在证明具体的数列不等式时,第一步,观察数列

的特征,选择合适的解题思路;第二步,如果题目中

有其他小问,可以以其他小问的已知结果为方向寻

找解题方法;第三步,在证明完毕后,确认所证明的

数列不等式的n 的取值范围是符合题目条件的.本

文将在此基础上进行总结归纳,依据实例展现常用

的解题思路.
思路1 逐项比较大小

要证明累加或者累乘形式的数列不等式,如果

在整体的角度上难以分析,就可以转换视角,研究数

列单项与所要比较的表达式的单项的大小关系.运

用此思路解题时,关键是如何正确表示出所要比较

的表达式的单项,不同的表示方法会在运算难度上

有所不同,此外还需要注意n 的范围的对应.

例1 已知函数f(x)=lnx-
a-1
x +2a(a∈

R),求解下列问题:

(1)若在[1,+∞)上不等式f(x)≤ax+1恒

成立,求参数a 的取值范围;

(2)若n∈N*,证明不等式:ln(n+1)<1+
1
2

+
1
3+…+

1
n -

n
2(n+1)

.

解析  (1)a 的取值范围为 1
2
,+∞■

■

|| ).

(2)将不等式改写为

ln(n+1)+
n

2(n+1)<
1+

1
2+

1
3+…+

1
n
,

将ln(n+1)+
n

2(n+1)
视为数列 bn{ }的前n

项和,可求得bn =ln
n+1
n +

1
2
1
n -

1
n+1( ).

只需要证明lnn+1
n +

1
2
1
n -

1
n+1( )< 1n,

即证明lnn+1
n <

1
2
1
n +

1
n+1( ).

设x=
n+1
n =1+

1
n >1,

则只需要证明lnx <
1
2 x-

1
x( )(x >1).

在第(1)问的基础上,取a=
1
2
,

则有lnx ≤
1
2 x-

1
x( )(x ≥1),

当且仅当x=1时等号成立,

所以lnx <
1
2 x-

1
x( )(x >1)成立.

从而ln(n+1)-lnn<
1
2
1
n +

1
n+1( ),

lnn-ln(n-1)<
1
2

1
n-1+

1
n( ),

……

ln2-ln1<
1
2
1
1+

1
2( ).

将以上不等式累加,得到ln(n+1)<1+
1
2+

1
3+…+

1
n -

n
2(n+1)

,不等式得证.

思路2 利用数列的单调性

数列作为一种特殊的函数,利用函数的特性去

研究也是常用的思路.函数的一个重要性质就是单

调性,而研究数列也可以从这方面入手.通过对数列

进行求导研究,找到数列不同的n 的范围内的单调

性,即可比较.
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例2 设函数f(x)=(x-1)2+blnx,其中b
为常数,求解下列问题:

(1)指出函数f(x)在定义域上的单调性;

(2)求证不等式:1
32

+
1
42

+ … +
1
n2 <ln(n+

1)(n≥3,n∈N*).

解析 (1)①当b≥
1
2

时,f(x)在(0,+∞)上

单调递增;

②当0<b<
1
2

时,f(x)在 0,1- 1-2b
2( ),

1+ 1-2b
2

,+∞( )上单调递增,

在 1- 1-2b
2

,1+ 1-2b
2( )上单调递减;

③ 当b≤0时,f(x)在 0,1+ 1-2b
2( )上单

调递减,在 1+ 1-2b
2

,+∞( )上单调递增.

(2)设bn =
1
32

+
1
42

+…+
1
n2-ln(n+1)0,

则b3=
1
9-ln4<0.

当n≥3且n∈N* 时,

bn+1-bn =
1

(n+1)2
-ln

n+2
n+1

.

设x=
n+2
n+1=1+

1
n+1∈

1,54( ■
■

|| ,

要证明bn+1-bn <0,

只需要证明(x-1)2-lnx <0.
取 b =-1, 由 (1)可 知 此 时 f(x)在

0,1+ 3
2( )上单调递减.

而5
4 <

1+ 3
2 .即当x ∈ 1,54( ■

■

|| 时,

f(x)=(x-1)2-lnx <f(1)=0,

从而bn+1-bn<0成立,即数列 bn{ }单调递减,

bn ≤b3 <0,不等式得证.
思路3 数列放缩

数列放缩的原理类似于逐项比较,但是不同的

是,此思路主要适用于难以将数列不等式的单项直

接与所要比较的表达式的单项进行比较的题目.此

时就可以将数列不等式的单项进行放缩,找到一个

合适的中间不等式,夹在两者中间,且便于看出大小

关系即可.

例3 已知函数f(x)=
lnx
x .

(1)若在区间(0,+∞)上不等式kx≥f(x)恒

成立,求k 的取值范围;

(2)求证:ln2
24

+
ln3
34

+…+
lnn
n4 <

1
2e.

解析  (1)实数k的取值范围为 1
2e
,+∞■

■

|| ).

(2)取k=
1
2e
,由题(1)可得lnx

x ≤
x
2e
,

即lnx
x4 ≤

1
2e
·1
x2
(x ≥2).

又因为当x ≥2时,

1
x2 <

1
x(x-1)=

1
x-1-

1
x
,

则lnx
x4 <

1
2e
· 1

x-1-
1
x( )(x ≥2).

从而有lnn
n4 <

1
2e
· 1

n-1-
1
n( ),

ln(n-1)
(n-1)4

<
1
2e
· 1

n-2-
1

n-1( ),
ln2
24
<
1
2e
· 1
1-

1
2( ),

以上不等式累加可得ln2
24

+
ln3
34

+…+
lnn
n4 <

1
2e
,不等式得证.

结语

上述呈现了导数中数列不等式证明问题的三种

求解思路,建立在“放缩”“化归”“由繁到简”“函数思

想”的数学思想基础上,将复杂的数列不等式问题

转化为简单、直观化的一般的单项比较或者间接比

较的情形.在教学中,需要结合实例,让学生在解题

的过程中感受方法本身的内涵,从而提高学生的数

学素养和解题能力.

·33·

2024年2月上 解题技巧 《数理天地》高中版


