
　　　

基于深度学习的“直线与圆锥曲
线位置关系”复习课微设计

◉山东省临清市第一中学　姚继新

摘要：直线与圆锥曲线的位置关系问 题 历 来 是 高 考 的 一 个 热 点 内 容，更 是 一 个 难 点 内 容．高 三 复 习 中，教 师

要善于“借题发挥”，充分挖掘试题潜在价值．秉 承 深 度 学 习 理 念，既 要“学 透”知 识，还 要“学 活”知 识，更 要 在“关

注知识、关注能力培养”基础上深入“参悟”知识，以达到对文本内容新的思考和体悟．
关键词：深度学习；微设计；核心素养

１引言

直线与圆锥 曲 线 的 位 置 关 系 问 题 历 来 是 高 考 的

一个热点内容，更是一个难点内容．为了提高高三复习

课的效率，笔者 选 择２０２１年４月 份 山 东 大 联 考 试 卷

中的第２１题作为这节课的“主打题”．该题是一道典型

的直线与圆 锥 曲 线 的 位 置 关 系 问 题，特 征 明 显，思 路

多样，于是 笔 者 便“借 题 发 挥”，在 课 堂 上 与 学 生 就 此

展开了讨论．

２教学过程微设计片段

例题　在 平 面 直 角 坐 标 系ｘＯｙ中，动 点 Ｍ 到 直

线ｘ＝３的距离是到点（２，０）的距离的■６
２

倍.

（１）求动点Ｍ 的轨迹Ｅ 的方程；
（２）点Ｐ 为直线ｘ＝３上一动点，过Ｐ 点作曲线Ｅ

的切线，切点为Ｑ，线段ＰＱ 的 中 点 为Ｎ，问 是 否 存 在

定点Ｔ，满 足 ＰＱ ＝２　ＮＴ ？若 存 在，求 出 定 点Ｔ
的坐标；若不存在，请说明理由.

感想１：本题是这次联考试卷的倒数第二题，按惯

常的思维 考 虑，应 属 于“难 解”的 大 题 范 畴，甚 至 被 有

些考生“战略性放弃”的题目.但就如高考的“解析几何

解答题”一样，近几年呈现 出“难 度 下 降”的 特 点，不 再

那么高不可攀，考生“攻克此题”亦从不可能变为可能.
感想２：本题从出题的角度及形式看，属于常规套

路.第一问是常见 的“求 轨 迹 方 程”，属 于“白 送 分”.第
二问要求考生就定点Ｔ 的存在性进行探索，这种设计

相较很多题目让考生 直 接“求 定 点Ｔ 的 坐 标”的 设 计

增加了迷惑 性，对 考 生 有 明 显 的 思 维 上 的 干 扰（毕 竟

考生还并不是非 常 确 定“定 点Ｔ”就 一 定 存 在），考 查

学生的数学探究能力，符合 当 前 考 查 学 生 学 科 核 心 素

养的命题导向.
感想３：本题很明显脱胎于２０２０年高考山东卷的

第２２题，无论 是 从 命 题 的 角 度，还 是 解 题 的 思 路，两

者如出一辙，只 是２０２０年 高 考 山 东 卷 的 第２２题“隐

藏”得更深一些，需 要 考 生 首 先 解 决 直 线 ＭＮ 是 过 定

点的，然后 再 去 寻 找 定 点Ｑ，而 本 题 则 相 对 更“直 白”
些，只 需 要 考 生 将“ＰＱ ＝２　ＮＴ ”等 价 转 化 为

“∠ＰＴＱ＝
π
２
”，即“ＴＰ→�� ·ＴＱ→�� ＝０”就可以了，于是思路

理顺了，解题的方法也就出来了.
生１：根据直线与椭圆的位置关系常用方法，联立

方程组，根据相切关系可以设点依次求解.

（１）轨迹Ｅ：
ｘ２

６＋
ｙ２

２＝１.
（过程略）

（２）由题 意 可 知 直 线ＰＱ 的 斜 率 一 定 存 在，设 直

线ＰＱ 的方程为ｙ＝ｋｘ＋ｍ（ｍ≠０），Ｑ（ｘ０，ｙ０）.

由
ｙ＝ｋｘ＋ｍ，

ｘ２

６＋
ｙ２

２＝１
■
■

■
消 去ｙ，得（１＋３ｋ２）ｘ２＋６ｋｍｘ＋

３ｍ２－６＝０.因为ＰＱ为椭圆Ｅ的切线，所以

Δ＝３６ｋ２　ｍ２－１２（１＋３ｋ２）（ｍ２－２）＝０，
化简得 ｍ２＝２（３ｋ２＋１）.

又ｘ１＋ｘ２＝－
６ｋｍ
１＋３ｋ２

，则

ｘ０＝
ｘ１＋ｘ２
２ ＝－

３ｋｍ
１＋３ｋ２＝－

６ｋ
ｍ
，

ｙ０＝ｋｘ０＋ｍ＝
ｍ

１＋３ｋ２＝
２
ｍ.

所以切点Ｑ（－６ｋｍ，２ｍ），且Ｐ（３，３ｋ＋ｍ）.
注意到曲线的 对 称 性，所 以 定 点Ｔ 若 存 在，则 其

必在ｘ轴上，不妨设Ｔ（ｔ，０），则ＴＱ→�� ＝（－６ｋｍ－ｔ，２ｍ），
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ＴＰ→�� ＝（３－ｔ，３ｋ＋ｍ）.由ＴＰ→�� ·ＴＱ→�� ＝０，得（６ｋｍ＋ｔ）（３－
ｔ）－

２
ｍ
（３ｋ＋ｍ）＝０，化简得６（ｔ－２）

ｋ
ｍ＋

（ｔ－２）（ｔ－

１）＝０.当ｔ＝２时，此时对任意的ｍ，ｋ都 恒 成 立，即 存

在定点Ｔ（２，０）满足 ＰＱ ＝２　ＮＴ .
师：生１的解法非常好，是一个非常典型的解法，

也可以算作是通性 通 法 了.该 方 法 的 好 处 在 于 思 路 清

晰，逻辑严密，便 于 方 法 的 展 开，但 缺 点 也 很 明 显，就

是运算量偏大，过程稍 显“繁 琐”.大 家 再 想 一 想，能 否

让过程变得更简捷？

生２：如果我 们 聚 焦 于“ＰＱ 是 椭 圆 的 切 线”这 个

条件，则可以简化第二问的解题过程.
（２）由对称性可知，定点Ｔ 若存在，则其必在ｘ轴

上，不妨设Ｔ（ｔ，０）.由题意可知，Ｔ 在以ＰＱ 为直径的

圆上，则ＴＰ→�� ·ＴＱ→�� ＝０.
设Ｑ（ｘ０，ｙ０），则过Ｑ（ｘ０，ｙ０）的椭圆Ｅ 的切线方

程为
ｘ０ｘ
６ ＋

ｙ０ｙ
２ ＝１.

由ｘ＝３，得Ｐ（３，２－ｘ０ｙ０ ），故ＴＱ→�� ＝（ｘ０－ｔ，ｙ０），

ＴＰ→�� ＝（３－ｔ，２－ｘ０ｙ０ ）.
由ＴＰ→�� ·ＴＱ→�� ＝０，得（ｘ０－ｔ）（３－ｔ）＋（２－ｘ０）＝

０，整理得（２－ｔ）ｘ０＋（ｔ－１）（ｔ－２）＝０.当ｔ＝２时，此

时对任 意 的ｘ０ 恒 成 立，即 存 在 定 点 Ｔ（２，０）满 足

ＰＱ ＝２　ＮＴ .
这时候，老师 发 现 生３非 常 着 急 的 样 子，显 然 有

话要说，于是示意生３也说一说.
生３：老师先 前 讲 过“特 殊 化”的 思 想，在 这 里，如

果我们先从特殊情况入手获得定 点Ｔ，再 证 明 该 点 对

一般情况也适合，是不是也可以得解.
师：从特殊到一般来 研 究 问 题，快 速 找 到 突 破 点，

这是很好的想法，大家不妨试一下.
数分钟后：

生３：注 意 到 椭 圆Ｅ 的 半 短 轴 长 为■２，我 们 尝 试

取两个特殊点，分别 为Ｐ１（３，■２）和Ｐ２（３， ■－ ２），其

对应的圆的圆心 分 别 是（３２，■２）和（３２， ■－ ２），而 半

径均是
３
２
，联立方程组

（ｘ－３２）
２

＋（ｙ ■－ ２）
２
＝
９
４
，

（ｘ－３２）
２

＋（ｙ ■＋ ２）
２
＝
９
４.

■

■

■
令ｙ＝０，可得ｘ＝１，或ｘ＝２.下 面 再 检 验 一 下 一

般情况.

（１）若Ｔ（１，０），此时，设直线ＰＱ的方程为ｙ＝ｋｘ＋

ｍ（ｍ≠０），……，得ＴＰ→�� ·ＴＱ→�� ＝
－３ｋｍ
１＋３ｋ２

，不恒为０，故舍去.

（２）若Ｔ（２，０），此时……符合题意.
综上所述，存在定点Ｔ（２，０）满足 ＰＱ ＝２　ＮＴ .
以上是笔者 微 设 计 的 全 部 内 容，但 一 路 走 下 来，

心里怪 怪 的，总 有 差 那 么 一 点 的 感 觉，就 在 这 时，生４
同学举手示意，“老师，我还有一种想法”.

生４：老师，我发 现 利 用 椭 圆 的 切 点 弦 方 程，本 题

还可以这样解.

引理：过椭圆外一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）向椭圆
ｘ２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝１

（ａ＞ｂ＞０）作切线，切点分别为Ａ，Ｂ，则切点弦ＡＢ 所

在的直线方程为
ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１.

（引理证明略）

利用这个引理，很明显，本题中过椭圆
ｘ２

６＋
ｙ２

２＝１

外一点Ｐ（３，ｔ）向 椭 圆 作 切 线，则 切 点 弦ＱＭ 所 在 的

直线方程为
３ｘ
６＋
ｔｙ
２＝１.

而若定点Ｔ 存在，则其必在切

点弦ＱＭ 上，即Ｔ（ｘ，ｙ）必 满 足 方 程
３ｘ
６ ＋

ｔｙ
２＝１

，当

ｙ＝０时，必有ｘ＝２，即存在定点Ｔ（２，０）满足 ＰＱ ＝
２　ＮＴ .

师生不 由 得 鼓 起 掌 来，听 到 教 室 里 面 掌 声 响 起

来，刚才那种“怪怪的感觉”也烟消云散了．

３结束语

美国数学家波利亚在《怎 样 解 题》中 说 过，解 题 的

价值不是答 案 的 本 身，而 在 于 弄 清“是 怎 样 想 到 这 个

解法的？”、“是什么促 使 你 这 样 想，这 样 做 的？”这 就 是

深度学习 的 基 本 特 征 之 一：要“学 透”知 识，不 仅 知 其

然也要知其所以然，还要知其可能然．深度学习的另一

个基本特 征 就 是 要“学 活”知 识，要 做 到 活 学 活 用，举

一反三，并能够依据不同情 境 创 造 性 的 迁 移 和 应 用 知

识，灵活解决同一类型的不同问题．以上两个特征体现

了深度学习“要 关 注 知 识、关 注 能 力 培 养”，而 深 度 学

习的第三个基本特征则是 要“参 悟”知 识，深 度 学 习 不

止于文本，而 是 基 于 文 本 内 容 的 新 的 生 长 和 超 越，这

种生长和超越，既可以是对 文 本 内 容 本 身 的 拓 展 和 深

化，也可以是 对 文 本 内 容 新 的 思 考 和 体 悟，这 第 三 个

基本特征则是要“见人”了，在“参 悟 知 识”过 程 中 提 升

核心素养、实 现“立 德 树 人”的 成 长，这 就 是“解 题 教

学”弥足珍贵的价值．Ｚ
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