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　　证明数列不等式是一类较为常见的问题,这类问

题集数列、函数与不等式等知识于一体,能较好地考

查考生的逻辑推理和数学运算等核心素养．解答这类

问题一般可考虑放缩法．本文结合具体例题谈谈放缩

法在求解这类问题中的运用．

１　把原数列通项放缩成等差数列

当数列的通项已知,且它的前n 项和不可求时,

要证明它的前n 项和介于两个关于n 的函数式之间,

我们不妨把它放缩成等差数列进行求和．

例１　若an＝ n(n＋１)(n∈N∗ ),且数列{an}

的前n 项和为Sn,求证:n
(n＋１)
２ ＜Sn＜

１
３

(n＋１)３．

因为n＜ n(n＋１)＜n＋１,所以

１＋２＋…＋n＜ １×２＋ ２×３＋

３×４＋…＋ n(n＋１)＜２＋３＋…＋(n＋１),

则

n(n＋１)
２ ＜ １×２＋ ２×３＋ ３×４＋…＋

n(n＋１)＜
n(n＋３)

２
,

又

２(n＋１)３－３n(n＋３)＝(２n３＋２)＋３n(n－１),

且n∈N∗ ,所以(２n３＋２)＋３n(n－１)＞０,即２(n＋

１)３ －３n(n ＋３)＞０,则
(n＋１)３

３ ＞
n(n＋３)

２
,故

n(n＋１)
２ ＜Sn＜

１
３

(n＋１)３．

本题先将数列{n(n＋１)}分别放缩成等差

数列{n}和{n＋１},再结合等差数列的求和

公式以及不等式的性质进行证明．

２　把原数列通项放缩成等比数列

对于与求和有关的数列不等式的证明问题,当数

列的通项不是等比数列,却含有指数幂时,我们不妨

将通项适当放缩成等比数列进行求和．

例２　记数列{an}的前n 项和为Sn,且Sn ＝

２an＋n－３(n∈N∗ )．
(１)求证:数列{an－１}是等比数列;

(２)求证:１
a１

＋
１
a２

＋…＋
１
an

＜２．

(１)由于Sn＝２an＋n－３,故Sn－１＝２an－１＋
(n－１)－３(n≥２,n∈N∗ ),所以an＝Sn－

Sn－１＝２an－２an－１＋１,则an ＝２an－１－１(n≥２,n∈

N∗),即an－１＝２(an－１－１)(n≥２,n∈N∗ ),结合

a１＝S１＝２a１－２,可得a１＝２,故数列{an－１}是首项

为１、公比为２的等比数列．

(２)由 (１)可知an ＝２n－１ ＋１,１
an

＝
１

２n－１＋１＜

１
２n－１,所以

１
a１

＋
１
a２

＋…＋
１
an

＜１＋
１
２＋…＋

１
２n－１＝２－

１
２n－１,

又因为 １
２n－１＞０,所以１

a１
＋

１
a２

＋…＋
１
an

＜２．

本题的第(２)问是在第(１)问的基础上得到

１
an

＝
１

２n－１＋１＜
１

２n－１,经过放缩把非等比数列

问题转化成等比数列问题,再利用等比数列求和公式

解题．

３　把原数列的递推关系放缩成可累乘的数列

当待证的数列不等式的一边出现n 个式子相乘

却无法累乘消元时,我们不妨对n 个式子的通项进行

适当放缩,为利用累乘法解题创造条件．

例３　设数列{an}的前n 项和为Sn,a１＝２,且

Sn 满足２Sn＝(n＋１)an(n∈N∗ )．
(１)求数列{an}的通项公式;

(２)证明:对一切正整数n,有

a１＋１
a１

×
a２＋１
a２

×…×
an＋１
an

＞ n＋１．

５２
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(１)当n≥２时,２Sn ＝(n＋１)an,２Sn－１＝
nan－１,两式相减得２an＝(n＋１)an－nan－１,

整理可得
an

n ＝
an－１

n－１
,而a１

１＝２,所以{an

n
}是首项为２、

公比为１的等比数列,故an

n ＝２,即an＝２n(n∈N∗ )．

(２)由
an＋１
an

＝
２n＋１
２n ＞

４n２＋４n
４n２ ＝

n＋１
n

,

可得

a１＋１
a１

×
a２＋１
a２

×…×
an＋１
an

＞

１＋１
１ ×

２＋１
２ ×

３＋１
３ ×…×

n＋１
n ＝ n＋１,

所以
a１＋１
a１

×
a２＋１
a２

×…×
an＋１
an

＞ n＋１．

本题第(１)问利用an 和Sn 的关系可求得

an

n ＝
an－１

n－１
,根据等比数列的定义易知{an

n
}为

等比数列,进而写出{an}的通项公式．第(２)问则对递

推关系进行了放缩,即an＋１
an

＝
２n＋１
２n ＞

n＋１
n

,放缩

的目的是应用累乘法来证明．

４　把原数列放缩成可裂项求和的数列

在与数列求和有关的不等式证明问题中,若题设

给出的数列不具备裂项求和的特征,往往可以将其适

当放缩成可裂项求和的数列．

例４　已知数列{an}中a１＝１,an ＝ １＋a２
n－１

(n≥２)．
(１)求{an}的通项公式;

(２)若cn＝a２n－１,数列{１
cn

}的前n 项和为Tn,证

明:a２n＋１－１＜Tn≤a２n－１．

(１)将an＝ １＋a２
n－１ (n≥２)两边同时平方,

整理得a２
n－a２

n－１＝１(n≥２),所以数列{a２
n}

是首项为a２
１＝１、公差为１的等差数列,故

a２
n＝１＋(n－１)×１＝n．

又an＞０,所以an＝ n．

(２)由 (１)可 得cn ＝a２n－１ ＝ ２n－１,则 １
cn

＝

１
２n－１

．

先证Tn≤a２n－１．当n＝１时,a１＝１,T１＝１,满足

Tn≤a２n－１．当n≥２时,有

１
cn

＝
１

２n－１
＝

２
２n－１＋ ２n－１

＜

２
２n－１＋ ２n－３

＝ ２n－１－ ２n－３,

所以

Tn＜１＋(３－１)＋(５－ ３)＋…＋

(２n－１－ ２n－３)＝ ２n－１＝a２n－１,

故Tn≤a２n－１得证．
再证Tn＞a２n＋１－１．因为

１
cn

＝
１

２n－１
＝

２
２n－１＋ ２n－１

＞

２
２n＋１＋ ２n－１

＝ ２n＋１－ ２n－１,

所以

Tn＞(３－１)＋(５－ ３)＋…＋

(２n＋１－ ２n－１)＝ ２n＋１－１＝a２n＋１－１,

故a２n＋１－１＜Tn≤a２n－１成立．
本题考查等差数列通项公式的求解以及利

用放缩法证明不等式,本题第(２)问的难点

是对通项公式进行放缩,放缩后,再进行裂项相消法

求和．
从以上四种放缩方法不难看出,采用放缩法来证

明数列不等式时,不仅要根据数列及其通项公式的特

征来选择合理的方法进行放缩,而且要将放缩的“度”

控制得恰到好处,有时对于同一个问题的证明,可能

要用到多种放缩方式．如何选择最合适、最有效的放缩

方法,没有统一标准,我们只有对问题进行深入细致

的探究,才能作出正确的选择．
(完)

６２


