
极限思想在高中数学中的运用
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　　摘　要　极限思想是一种重要的数学思想，贯穿高中数学的学习．以圆锥曲线为例，利用极限思想往往可

以引导解题方向、规避复杂运算、突破解题难点．
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１　 背景分析
极限对于学生来说并不陌生，小学阶段对于无

穷大的数的感悟，初中阶段对于反比例函数图象的

探究，高中阶段对于加速度概念的理解，无一不渗透

着极限思想.章建跃博士在文［１］中指出：“在中学阶
段，掌握一些微积分的初步知识，对发展学生的理性

思维、增强数学应用能力等都是非常有用的.”极限

思想是一种重要的数学思想，虽然高中数学教材中

没有明确极限的概念，但极限思想却始终贯穿着高
中数学的学习，以导数为典型，解析几何、立体几何、

数列、三角函数等内容的学习过程中也绕不开极限.
虽然高等数学中用“ε－δ”语言表述的极限定义对于
中学生来讲难以接受，但是极限思想却是可以在学
习中不断渗透的.利用极限思想，往往可以引导解题

方向、规避复杂运算、突破解题难点.本文将结合圆

锥曲线谈谈极限思想在高中数学中的运用.

２　 引例分析
近日，笔者在教学中遇到这样一道解析几何综

合题：已知点Ｐ －１，
３
２（ ）是椭圆Ｃ：ｘ２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１（ａ＞

ｂ＞０）上一点，Ｆ１，Ｆ２ 分别是椭圆的左、右焦点，

ＰＦ１＋ＰＦ２＝４.设直线ｌ不经过点Ｐ且与椭圆Ｃ相交
于Ａ，Ｂ 两点.若直线ＰＡ 与直线ＰＢ 的斜率之和为

１，问直线ｌ是否过定点？证明你的结论.

易得椭圆方程为
ｘ２

４＋
ｙ２

３＝
１.可设直线ｌ的方程

ｙ＝ｋｘ＋ｍ，Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），运用方程思想将直
线方程与椭圆方程联立，通过韦达定理得ｘ１＋ｘ２＝

－８ｋｍ
３＋４ｋ２

，ｘ１ｘ２＝
４　ｍ２－１２
３＋４ｋ２

，Δ＝４８（４ｋ２－ｍ２＋３）＞

０.再由直线 ＰＡ 与直线ＰＢ 的斜率之和为１得

ｙ１－
３
２

ｘ１＋１
＋
ｙ２－

３
２

ｘ２＋１
＝１，整理得（２ｋ－１）ｘ１ｘ２ ＋

ｋ＋ｍ－
５
２（ ）（ｘ１＋ｘ２）＋２　ｍ－４＝０，化简得２　ｍ２－

３　ｍ＋８ｋ２ ＋１２ｋ－１０ｋｍ ＝０，因式分解得（ｍ －
４ｋ）（２　ｍ－２ｋ－３）＝０，从而确定直线ｌ：ｙ＝ｋ（ｘ＋４）

过定点（－４，０）.
在高三一轮复习过程中，笔者发现，学生能熟练

运用方程思想联立方程组，并通过韦达定理得Ａ，Ｂ
两点坐标之间的关系，解题的难点在于，转化条件

ｋＰＡ ＋ｋＰＢ＝１后得到的关于ｋ，ｍ的二次式该如何处
置？有经验的学生知道要因式分解，但不知如何分

解.如果能顺利分解因式，问题就迎刃而解.教学中

教师如果仅仅告知学生，这一步需要因式分解，即便

教会学生“双十字相乘”因式分解法，学生对于相似

的题型仍然是茫然的.解题教学不应当局限于这一

道题的解法，更应引导学生厘清问题的本质.
笔者认为，有几个问题是必须要搞清楚的：

① 为 什么直线ｌ过定点？② 为什么需要因式分

解？③ 因式分解后得到的因式之一恰好过点Ｐ，这

是偶然还是必然？④ 最后求得的定点在ｘ 轴上，这

又是偶然还是必然？首先关于问题 ①②，直线ｌ的
方程为ｙ＝ｋｘ＋ｍ，由于ｋＰＡ＋ｋＰＢ＝１，直线ｌ中的参
数ｋ，ｍ 必然有着确定的关系，故直线ｌ有可能过定

点或定斜率；反之，若直线ｌ过定点，则必存在ｋ与ｍ
的线性关系，故得到关于ｋ，ｍ 的二次式后需要想办

法进行因式分解.
其次，要解决问题 ③④，就需要搞清楚直线ｌ是

如何变化的.教学中可用几何画板或ＧＧＢ等作图软

件来动态演示直线ｌ的变化规律.由于ｋＰＡ＋ｋＰＢ＝１，

那么ｋＰＡ 确定，ｋＰＢ 随之确定，故只需通过运动点Ａ
来探究变化规律.当点Ａ沿椭圆无限趋近于点Ｐ时，

ｋＰＡ 就无限接近椭圆在点Ｐ 处的切线的斜率，由椭

圆
ｘ２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１上任一点（ｘ０，ｙ０）处的切线斜率为－
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ｂ２　ｘ０

ａ２　ｙ０
＝
１
２
可知，ｋＰＡ 无限接近

１
２
，而此时，由于ｋＰＡ＋

ｋＰＢ ＝１，点Ｂ也在沿椭圆无限趋近于点Ｐ，故ｋＰＢ 也

无限接近
１
２
，直线ｌ在无限逼近点Ｐ 处的切线ｌ１.另

一方面，当直线 ＰＡ 的斜率无限增大，趋向于

＋∞ 时，直线ＰＢ 的斜率无限减小，趋向于－∞，此

时，直线ｌ无限逼近点Ｐ′－１，－
３
２（ ）处的切线ｌ２.ｌ１

与ｌ２斜率显然不等，故直线ｌ不可能定斜率，可能过
定点，ｌ１与ｌ２关于ｘ轴对称，则所经过的定点必在ｘ
轴上，即为ｌ１ 与ｌ２ 的交点（－４，０）.
３　 极限思想的运用
３.１　 寻找极限位置，确定定点
事实上，对于引例，我们可以作更深层次的思

考，若改变题设条件，将“ｋＰＡ ＋ｋＰＢ ＝１”改为“ｋＰＡ ＋
ｋＰＢ ＝２”，其余条件、问题不变，探究直线ｌ的变化规
律.不妨考虑某些特殊位置，当ｋＰＡ＝ｋＰＢ＝１时，直线

ｌ的极限位置是椭圆在点Ｐ －１，
３
２（ ）处的切线ｌ３；

当直线ＰＡ 的斜率无限增大，趋近于＋∞ 时，直线

ＰＢ 的斜率无限减小，趋近于－∞ 时，直线ｌ的极限

位置就是椭圆在Ｐ′－１，－
３
２（ ）处的切线ｌ２，显然，

ｌ３与ｌ２斜率不等，故直线ｌ过定点 －
５
２
，－
３
４（ ），即

为ｌ３ 与ｌ２ 的交点.

更一般地，已知Ｐ（ｘ０，ｙ０）为曲线Ｃ：
ｘ２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝

１（ａ＞ｂ＞０）上一点，设直线ｌ不经过点Ｐ且与椭圆

Ｃ相交于Ａ，Ｂ两点.若直线ＰＡ与直线ＰＢ的斜率之

和为λ，则直线ｌ过定点 ｘ０－
２ｙ０
λ
，－ｙ０－

２ｂ２　ｘ０
ａ２λ（ ）.

而且，由于证明过程是可逆的，反之也成立.
顺势而为，教学时还可以引导学生探究：若

ｋＰＡｋＰＢ ＝１，直线ｌ是否过定点？推广到一般，已知

Ｐ（ｘ０，ｙ０）为曲线Ｃ：
ｘ２

ａ２ ＋
ｙ２

ｂ２＝
１（ａ＞ｂ＞０）上一

点，设直线ｌ不经过点Ｐ 且与椭圆Ｃ相交于Ａ，Ｂ两
点.若 直 线 ＰＡ 与 直 线 ＰＢ 的 斜 率 之 积 为

λλ≠
ｂ２

ａ２（ ）， 则 直 线 ｌ 过 定 点 （λａ２＋ｂ２λａ２－ｂ２
ｘ０，

－
λａ２＋ｂ２

λａ２－ｂ２
ｙ０）.探究动直线的变化规律，寻找极限位

置，能快速确定定点位置.
３.２　 利用极限位置，计算定值

例１　已知椭圆Ｃ：
ｘ２

ａ２＋
ｙ２

ｂ２＝
１（ａ＞ｂ＞０）的离

心率为■２
２
，椭圆Ｃ 的下顶点和上顶点分别为Ｂ１，

Ｂ２，且Ｂ１Ｂ２＝２，过点Ｐ（０，２）且斜率为ｋ的直线ｌ与

椭圆Ｃ交于Ｍ，Ｎ 两点.求证：直线Ｂ１Ｍ 与直线Ｂ２Ｎ
的交点Ｔ 的纵坐标为定值.

　 图１

解析 　 易得椭圆的标准

方程为
ｘ２

２＋ｙ
２＝１，设Ｍ（ｘ１，

ｙ１），Ｎ（ｘ２，ｙ２），设直线ｌ的

方程并和椭圆进行联立，得

ｘ１＋ｘ２＝－
８ｋ

１＋２ｋ２
，ｘ１ｘ２＝

６
１＋２ｋ２

，设Ｔ（ｍ，ｎ），再由Ｂ１，Ｔ，Ｍ 在同一条直线

上，得ｎ＋１
ｍ ＝

ｙ１＋１
ｘ１

＝
ｋｘ１＋３
ｘ１

＝ｋ＋
３
ｘ１

；Ｂ２，Ｔ，Ｎ

在同一条直线上，得ｎ－１
ｍ ＝

ｙ２－１
ｘ２

＝
ｋｘ２＋１
ｘ２

＝ｋ＋

１
ｘ２
.化简得ｎ＝

１
２
，故交点Ｔ 的纵坐标为定值

１
２
.

点评 　 换个角度来思考该问题，直线ｌ在变化
过程中，极限位置是与椭圆相切，此时直线Ｂ１Ｍ 与

直线Ｂ２Ｎ 交于一点，该点即为直线ｌ与椭圆相切的
切点，该点的纵坐标即为所求.利用极限思想，可以

快速确定定值.
３.３　 运用极限思想，求解范围

例２　 设双曲线ｘ２－
ｙ２

３＝
１的左、右焦点分别

为Ｆ１，Ｆ２.若点Ｐ 在双曲线上，且 △Ｆ１ＰＦ２ 为锐角

三角形，则ＰＦ１＋ＰＦ２ 的取值范围是 　　　.

解析　由已知得ａ＝１，ｂ　＝■３，ｃ＝２，则ｅ＝
ｃ
ａ＝

２，设Ｐ（ｘ，ｙ）是双曲线上任一点，由对称性不妨设

Ｐ 在双曲线的右支上，则１＜ｘ＜２，ＰＦ１＝２ｘ＋１，

ＰＦ２＝２ｘ－１，∠Ｆ１ＰＦ２ 为锐角，则ＰＦ２１＋ＰＦ２２ ＞

Ｆ１Ｆ２２，即（２ｘ＋１）２＋（２ｘ－１）２＞４２，解得ｘ＞■
７
２
，

所以■７
２ ＜

ｘ ＜２，则 ■２　７＜ＰＦ１＋ＰＦ２＝４ｘ ＜８.

点评 　 利用极限思想，不妨考虑极限位置（由

于双曲线的对称性，可将点Ｐ 置于第一象限来考
虑），当 △Ｆ１ＰＦ２ 为直角三角形时，有两种情况：若

∠Ｆ１ＰＦ２ 为直角，ＰＦ１＋ＰＦ２＝２；若 ∠ＰＦ２Ｆ１为直

角，ＰＦ１＋ＰＦ２＝８.由图形上点Ｐ的运动规律可知，

△Ｆ１ＰＦ２为锐角三角形时，■２　７＜ＰＦ１＋ＰＦ２＜８.
对于填空题，利用极限思想解决范围问题，省时省
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力；对于解答题，先探究动点的运动轨迹，可以帮助

确定变量.如该题中，ＰＦ１＋ＰＦ２ 的变化源于点Ｐ，

点Ｐ 在第一象限的变化可由横坐标这一单一变量

控制，于是只需用点Ｐ的横坐标来表示目标.引导学

生利用极限思想来求解范围，从运动的观点来解决

问题，有利于发展学生的理性思维.

４　 几点教学建议
４.１　 分析极限状态，明辨解题思路

例３　 已知直线ｙ＝２ｘ与椭圆Ｅ：ｘ２＋２ｙ２＝１
交于Ａ，Ｂ两点（点Ａ在第一象限），点Ｐ（－４ｔ，ｔ）在
椭圆Ｅ 内部，射线ＡＰ，ＢＰ 与椭圆Ｅ 的另一交点分
别为Ｃ，Ｄ.求证：直线ＣＤ 的斜率为定值.

　 图２

解析 　 对于该题，易想

到的思路是求出Ａ，Ｂ 两点，

联立直线ＡＰ 与椭圆方程得

Ｃ点坐标，联立直线ＢＰ与椭
圆方程得Ｄ 点坐标，再求直
线ＣＤ 的斜率.但是，该思路
计算量很大，求解困难.不妨

利用极限思想重新审视该题，点Ｐ 在定直线ｙ＝

－
１
４
ｘ上运动，显然直线ｙ＝－

１
４
ｘ与椭圆有两个交

点，当点Ｐ无限接近这其中一个交点时，直线ＣＤ的
极限位置就是在该交点处的切线，那么直线ＣＤ 的
斜率即为该切线的斜率，易得斜率为２.还可以考虑
另一个极限位置，当点Ｐ 无限接近坐标原点时，直
线ＣＤ 的极限位置就是直线ＡＢ，故直线ＣＤ 的斜率
为２.预知直线ＣＤ的斜率为２，那么该题的证明思路
就更加清晰了，即需证明ＡＢ ∥ＣＤ，联想到向量，

ＡＰ→�� ＝λ１ＰＣ→�� ，ＢＰ→�� ＝λ２ＰＤ→�� ，即证λ１＝λ２.
解析几何的解题思路非常重要，因为计算量大，

往往“没有回头路”，教学中一定要引导学生先分析

解题思路，理清楚解题步骤，预估计算量，计算时多
想两步，才能简化计算，高效解题.利用极限思想判

断出直线ＣＤ 的斜率为２，为后续的证明打开了思
路，抓住了变化中的不变量，解题方向更加清晰.
证 明 　 设 Ｐ（ｘ０，ｙ０），Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），

Ｃ（ｘ３，ｙ３），Ｄ（ｘ４，ｙ４），则ｘ０＋４ｙ０＝０，ｘ２
１＋２ｙ２１＝

１，ｘ２
２＋２ｙ２２＝１.又设ＡＰ→�� ＝λ１ＰＣ→�� ，ＢＰ→�� ＝λｍ２　ＰＤ→�� ，其

中λ１，λ２ ∈Ｒ，则
ｘ３＝

（λ１＋１）ｘ０－ｘ１

λ１
，

ｙ３＝
（λ１＋１）ｙ０－ｙ１

λ１
，

■

■

■

代入椭圆

ｘ２＋２ｙ２＝１并整理得（λ１＋１）２（ｘ２
０＋２ｙ２０）＋（ｘ２

１＋
２ｙ２１）－２（λ１＋１）（ｘ０ｘ１＋２ｙ０ｙ１）＝λ２１，从而有（λ１＋

１）（ｘ２
０＋２ｙ２０）－２（ｘ０ｘ１＋２ｙ０ｙ１）＝λ１－１.①
同理可得，（λ２ ＋１）（ｘ２

０ ＋２ｙ２０）－２（ｘ０ｘ２ ＋
２ｙ０ｙ２）＝λ２－１.②
结合ｘ０＝－４ｔ，ｙ０＝ｔ，Ａ，Ｂ 两点均在直线ｙ＝

２ｘ上.由①－②，得（λ１－λ２）（ｘ２
０＋２ｙ２０－１）＝０，因

为ｘ２
０＋２ｙ２０＜１，所以λ１＝λ２.从而ＡＢ∥ＣＤ，故ＣＤ
的斜率为定值.

４.２　 妙用极限思想，优化解题过程

例４　已知抛物线Ｃ：ｙ２＝８ｘ，在ｘ轴的正半轴

上，是否存在某个确定的点Ｍ，过该点的动直线ｌ与

抛物线Ｃ交于Ａ，Ｂ两点，使得
１
ＡＭ２＋

１
ＢＭ２为定值？

如果存在，求出点 Ｍ 的坐标；如果不存在，请说明

理由.
解析 　 假设存在满足条件的点Ｍ（ｍ，０）（ｍ ＞

０），设直线ｌ：ｘ＝ｔｙ＋ｍ，与抛物线方程联立，有

ｘ＝ｔｙ＋ｍ，

ｙ２＝８ｘ，｛ ｙ２－８ｔｙ －８　ｍ ＝０，设 Ａ（ｘ１，ｙ１），

Ｂ（ｘ２，ｙ２），有ｙ１＋ｙ２＝８ｔ，ｙ１ｙ２＝－８　ｍ.
１
ＡＭ２ ＋

１
ＢＭ２ ＝

１
（ｔ２＋１）ｙ２１

＋
１

（ｔ２＋１）ｙ２２
＝

１
ｔ２＋１

· ｙ
２
１＋ｙ２２
ｙ２１ｙ２２（ ）＝ １

ｔ２＋１
·４ｔ

２＋ｍ
４　ｍ２ .当ｍ＝４时，

１
ＡＭ２＋

１
ＢＭ２ 为定值，所以Ｍ（４，０）.

点评 　 假设存在点 Ｍ 满足条件，因为过点 Ｍ

的任意一条弦ＡＢ，
１
ＡＭ２＋

１
ＢＭ２为定值，那么对于垂

直于ｘ轴的弦ＡＢ也满足.当直线ＡＢ垂直于ｘ轴时，

设 Ｍ（ｘ０，０），Ａ（ｘ０，ｙ０），Ｂ（ｘ０，－ｙ０），则
１
ＡＭ２ ＋

１
ＢＭ２＝

１
ｙ２０
＋
１
ｙ２０
＝
２
ｙ２０
＝
１
４ｘ０

.对于这一特殊位置，还不

能确定定点和定值，不妨考虑另一个极限位置.当点

Ａ无限接近原点Ｏ时，点Ｂ沿ｘ轴无限延伸，横坐标

趋向于＋∞，
１
ＢＭ２趋向于０，

１
ＡＭ２＋

１
ＢＭ２趋向于

１
ｘ２
０
.

令
１
ｘ２
０
＝
１
４ｘ０
可得ｘ０＝４，故预判出定点为（４，０），那

么后续只需证明点过的任一弦 ＡＢ 均有
１
ＡＭ２ ＋

１
ＢＭ２＝

１
１６
.提前预判出定点和定值，那么解题过程中

就不需要设２个参量，只需引入直线的斜率这一个

参量即可，这就大大简化了计算，优化了解题过程，

这对于计算能力薄弱的学生是非常必要的.
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在上述例题中，动直线的极限状态往往是切线
或过已知点状态，若动直线过定点，则极限状态也过
定点，所以两种极限状态下同时满足的定点通常可
以预判，这样也给我们后面的解答指引了目标，即便
用常规方式计算也会因此由漫无目的变得有的放

矢.例如双二次的因式分解因为定点已知，从而分解
更加容易.
４.３　 活用极限思想，提升核心素养
面对新高考，我们总在强调“思维能力的培养”，

这不仅是一句口号，而是需要一线教师在教学过程
中不断摸索的.过去，我们在课堂中常会帮助学生总
结解决问题的一般方法并归纳分类，这对于应试是
能起到一定作用的，但题目是千变万化的，如何能让
学生在面对各种问题时，自我分析，自我探究，自我
解决，是需要教师不断引导的.
虽说极限思想不能直接用来求解圆锥曲线综合

题，但是对于引导学生学会自我探究起到了积极的

作用.上述例题中，利用极限思想来解决的过程，均

是抓住了题目中的动点和动直线，寻找变化规律，这

对于学生来说，是提升理性思维、抽象能力的绝佳时

机.解题教学时，唯有多想一点，才能少算一点，多反

思才能不断优化解题过程，多总结归纳才能以不变

应万变，多复盘才能不断提升.
数学教育的本质是传授数学思想，教学生学会

思考.极限思想在高中数学中的运用，不仅能提升学

生的解题能力，还能提升核心素养，让学生站在更高

的角度去思考、理解问题，知其然并知其所以然，更

为今后高等数学的学习奠定基础.
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　　 分析　本题第（２）问解答中可以将直线ｌ的方程
设为ｙ＝ｋｘ－３的原因除了直线过ｙ轴上定点以外，更
多是因为核心条件｜ＰＭ｜＋｜ＰＮ｜≤１５可以翻译成

｜ＰＭ｜＋｜ＰＮ｜＝｜ｘＭ＋ｘＮ｜＝
ｘ１
ｙ１＋２

＋
ｘ２
ｙ２＋２

，目

标式子（终）转为关于ｘ 的韦达定理较为简洁，从而
选择“正设”（始）.
有些问题核心条件或结论的转化较为复杂，需要

进行二次转化，形成新的目标式子，进而再选择设线方

式.但无论是哪种类型，培养学生的目标意识，遵循“以

终为始”的设线原则，进而发展用程序化的思想理解、

表达问题的能力，才是数学运算素养的最终诉求.

３.３　 设线方式教学的价值旨归

高三复习课的专题分类经常是题型导向，而“设

线方式问题”是方法导向.《普通高中数学课程标准
（实验）》中要求利用８课时左右时间专门讲《推理与

证明》，内容要求结合学习过的实例讲解综合法、分

析法等，体现证明数学命题的方法性［２］.《普通高中

数学课程标准（２０１７年版２０２０修订）》中删除了《推

理与证明》，提倡将证明数学问题的方法以渗透的方

式融合在平时教学内容中［３］.“设线方式问题”的教

学就是一个很好的载体.本专题中，在学生习得“以

终为始”的设线原则的同时，教师通过带领学生分

析题目关键条件（结论），以分析法的思路得到解题

的起点，然后以综合法的步骤书写解题过程，将书写

过程、思维过程与综合法、分析法对应，真正从“教题

型”中解脱出来，进而走向“教方法”.这一过程也为

发展数学运算素养提供了可行场域.

４　 结语
在解题过程中目标意识是最为重要的.圆锥曲

线中目标意识是“终”，设线方式是“始”.“以终为始”

是解决这类目标导向很明确的问题的基本原则.长

期以来，我们习惯于呈现解题方法，忽视了思维的过

程.表现为教师在课堂里直接告诉学生诸如“抛物线

开口向右选择反设、面积问题中水平宽为定值时选

择反设”等总结好的套路，固化了学生的思维.在解

题教学中遵循“以终为始”的基本原则，生成火热的

思考，有助于帮助学生“知其然，知其所以然”，进而
“知何由以知其所以然”.
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