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坐标系平移化齐次巧解圆锥曲线
相交弦的斜率和（积）问题

朱 晨
四川省成都市铁路中学校 610036

［摘 要］对于圆锥曲线相交弦斜率和（积）为定值问题，文章通过平移坐标系将任意相交弦化为交点是原点

的类型，齐次化联立直线与圆锥曲线方程，建立方程的根与斜率的关系，并对问题中的各种情况分

类讨论，探索出解决此问题的一般方法.
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已知点P（x0，y0）为平面内一定点 ，

直线l与圆锥曲线E相交于异于点P的两
点A（x1，y1），B（x2，y2），当PA，PB所在直

线斜率的和（积）为定值时，直线l过定点
或其斜率为定值.

常规解法中，一方面，设直线l方程，
与圆锥曲线E联立，得到关于x（或y）的
一元二次方程，设而不求 ，利用韦达定

理建立起A，B坐标与系数间的关系；另

一方面由kPA=
y1－y0
x1－x0

，kPB=
y2－y0
x2－x0

，kPA+kPB

（或kPAkPB）为定值，得到A，B坐标间的等

量关系. 再以A，B坐标为桥梁， 建立起

直线l方程的系数之间的等量关系，进而

探求出直线l的斜率为定值或直线l过定
点. 这是比较容易想到的方法，但实操起

来，却会因为PA，PB所在直线的斜率和
（积）的表达式复杂，结合韦达定理消元

困难而无法探求到定值、定点的结论.

若点P为原点，则kPA=
y1
x1

，kPB=
y2
x2

，其

和与积表达形式显然更简洁. 对于非原

点的P，我们可以通过坐标系平移的办
法，使其成为新坐标系中的原点 . 平移
不会改变直线的倾斜程度，因此有关PA，
PB所在直线的斜率之和（积）的定值关

系，在新坐标系中仍然成立.
下面以椭圆为例，对这一方法进行

证明和应用.
引论：坐标轴的方向和单位长度不

变，只改变原点的位置 ，这种坐标系的

变换叫作坐标的平移. 设O′在原坐标系
中的坐标为（x0，y0），平移原坐标系，得到

以O′为原点的新坐标系x′O′y′，则设M在
原坐标系中的坐标为M（x，y），在新坐标
系中的坐标为M′（x′，y′），坐标平移公式
如下：

x′=x－x0，

y′=y－y0
�

，
即

x=x′+x0，

y=y′+y0
�

，

襛 相交弦的斜率和为定值问题

结论1：已知点P（x0，y0）为椭圆E： x
2

a2
+

y2

b2
=1（a>b>0）上一点，直线 l与椭圆E相

交于异于点P的A，B两点 . 设PA与PB所
在直线的斜率分别为k1，k2. 若k1+k2=λ，

则直线l的斜率为定值或直线l过定点.

证明：作平移变换
x′=x－x0，

y′=y－y0
�

，
即

x=x′+x0，

y=y′+y0
�

，

则平 移 后 的 椭 圆 E′ :
（x′+x0）2

a2
+

（y′+y0）2

b2
=1（a>b>0），

整理得b2（x′）2+a2（y′）2+2（x0b2x′+

y0a2y′）+x20b2+y20 a2－a2b2=0.

因为P（x0，y0）为椭圆上一点 ，满足

x20
a2
+
y20
b2
=1，代入上式得

b2（x′）2+a2（y′）2+2（x0b2x′+y0a2y′）=0. ①

因为l不经过P， 则直线平移后一定
不过原点，

则可将平移后的直线方程设为 l′：

mx′+ny′=1，巧代“1”，与①式齐次联立得
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b2（x′）2+a2（y′）2+2（x0b2x′+y0a2y′ ）·

（mx′+ny′）=0. ②
因为k1，k2 存在，且P（x0，y0）平移后

变为O′（0，0）， 则与点P相异的点A，B平
移变换后得到点A′，B′，其横坐标必不为

0，则在等式②两边可同除（x′）2，得

a2（1+2ny0）�y′x′ ′
2
+2（ma2y0+nb2x0）·

�y′x′ ′+b2（1+2mx0）=0，

其中kO′A′，kO′B′ 为关于
y′
x′
的一元二

次方程式的两个根.
又因为平移变换不改变直线的斜

率，所以kO′A′+kO′B′=k1+k2=λ，

则由韦达定理得－
2（ma2y0+nb2x0）
a2（1+2ny0）

=λ.

（1）若λ=0，
①y0=0时，则nb2x0=0.

又b2x0≠0，则n=0.

代入 l′：mx′+ny′=1即为mx′=1，直线

A′B′斜率不存在，则直线l斜率不存在.

②y0≠0时，m=－
b2x0
a2y0

n.

则kA′B′=－
m
n
=
b2x0
a2y0

=kAB，直线l的斜率

为定值.
（2）%若λ≠0，－2a2y0m=λa2（1+2ny0）+

2nb2x0，代入l′：mx′+ny′=1，消去m得

［（2λa2y0+2b2x0）x′－2a2y0y′］n+λa2x′+

2a2y0=0.

由
（2λa2y0+2b2x0）x′－2a2y0y′=0，

λa2x′+2a2y0=0
≠

，
得

x′=－ 2
λ
y0，

y′=－ 2b2

λa2
x0－2y0

≠
≠
≠
≠
≠≠
≠
≠
≠
≠
≠≠
≠

，

则
x=x′+x0=�－ 2

λ
y0′+x0= λx0－2y0λ

，

y=y′+y0=�－ 2b
2

λa2
x0－2y0′+y0=－2b2x0－λa2y0

λa2

≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠

，

即l过定点�λx0－2y0λ
，
－2b2x0－λa2y0

λa2 ′.
反过来，当λ≠0时，l过定点�λx0－2y0λ

，

－2b2x0－λa2y0
λa2 ′，
则平移后 l ′ ：mx ′ +ny ′ =1过定点

�－2y0λ ，
－2b2x0－2λa2y0

λa2 ′，
则m�－2y0λ ′+n�

－2b2x0－2λa2y0
λa2 ′=1，

整理得－2a2y0m=λa2（1+2ny0）+2nb2x0，

则kO′A′+kO′B′=－
2（ma2y0+nb2x0）
a2（1+2ny0）

=λ=

k1+k2.

综上所述，已知点P（x0，y0）为椭圆

E： x
2

a2
+ y2

b2
=1（a>b>0）上一点，直线l与椭

圆E相交于异于点P的A，B两点. 设PA与
PB所在直线的斜率分别为k1，k2. 若k1+k2=

λ，则当λ=0时，则直线 l的斜率为定值 ；

当λ≠0时，其充要条件是直线l过定点.

例1：已知点P（1，2）为椭圆E： x2

2
+

y2

8
=1上一点，直线l与椭圆E相交于异于

点P的A，B两点 . 设PA与PB所在直线的
斜率分别为k1，k2，若k1+k2=λ，

（1）当λ=0时，求证：直线 l的斜率为
定值，并求出定值；

（2）当λ=-1时，求证：直线l过定点，

并求出定点坐标.
证明 ：由于P（1，2），所以作平移变

换
x′=x－1，
y′=y－2≠

，
即

x=x′+1，
y=y′+2≠

，

则平移后的椭圆 E ′ ： （ x ′+1 ） 2

2
+

（y′+2）2

8
=1，

整理得4（x′）2+（y′）2+（8x′+4y′）=0.
将平移后的直线方程设为 l′：mx′+

ny ′=1，巧代 “1”，与上式齐次联立得

4（x′）2+（y′）2+（8x′+4y′）（mx′+ny′）=0，
即 （1+4n）（y′）2+（4m+8n）x′y′+（4+

8m）（x′）2=0，
等式两边同除（x′）2，得

（1+4n）�y′x′ ′
2
+（4m+8n）�y′x′ ′+（4+

8m）=0.

kO′A′，kO′B′为以上关于
y′
x′
的一元二

次方程式的两个根，

所以kO′A′+kO′B′=k1+k2=λ=－
4m+8n
1+4n

.

（1）当λ=0时 ，解得m=－2n，则kA′B′=

－ m
n
=2=kAB，直线l的斜率为定值2.

（2）当λ=－1时 ，4m+8n=1+4n，解得

m= 1
4

－n， 代入 l′：mx′+ny′=1，得�14 －

n′x′+ny′=1，即（y′－x′）n+ 1
4
x′－1=0.

由
y′－x′=0，
1
4
x′－1=0

≠
≠
≠≠
≠
≠
≠
≠
≠

，
得

x′=4，
y′=4≠

，

则
x=x′+1=5，
y=y′+2=6≠

，
即l过定点（5，6）

例2：若在平面直角坐标系中，A（2，

1），B（3，0），过点B的直线l与椭圆E： x
2

6
+

y2

3
=1相交于D，E两点，设直线AD，AE的

斜率分别为k1，k2，求证：k1+k2为定值.

证明 ：因为A（2，1），所以作平移变

换
x′=x－2，
y′=y－1≠

，
即

x=x′+2，
y=y′+1≠

，

则平移后的椭圆 E ′ ： （x ′+2 ） 2

6
+

（y′+1）2

3
=1，即（x′）2+2（y′）2+（4x′+4y′）=0.

将平移后的直线方程设为 l′：mx′+
ny′=1，巧代“1”，与上式齐次联立得

化简得 （2+4n）�y′x′ ′
2
+（4m+4n）·

�y′x′ ′+（1+4m）=0.
kA′D′，kA′E′为以上关于

y′
x′
的一元二次

方程式的两个根，

所以kA′D′+kA′E′=k1+k2=－
2m+2n
1+2n

.

因为 l过B（3，0），则 l′：mx′+ny′=1过

B′（3-2，0-1），即B′（1，-1）代入l′，
得m+（-n）=1，m=n+1.

k 1 +k 2 =－
2m+2n
1+2n

=－ 2（n+1）+2n
1+2n

=

－2为定值. %

襛 相交弦的斜率积为定值问题
结论2：已知点P（x0，y0）为椭圆E：
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x2

a2
+ y2

b2
=1（a>b>0）上一点，直线l与椭圆E

相交于异于点P的A，B两点 . 设PA与PB
所在直线的斜率分别为k1，k2，若k1k2=μ，

则直线l的斜率为定值或直线l过定点.
证明：同结论1得到以下方程

a2（1+2ny0）′y′x′ ′
2
+2（ma2y0+nb2x0）·

′y′x′ ′+b2（1+2mx0）=0，

则由韦达定理得 k O′A′k O′B′=k 1 k 2 =

b2（1+2mx0）
a2（1+2ny0）

=μ.

（1）%若μ= b
2

a2
，化简得mx0=ny0.

x0=0时，P为上下顶点，因而y0≠0，

则n=0， 此时l与l′斜率均不存在； x0≠0

时，m=
y0
x0
n，此时l与l′斜率k=－ m

n
=－

y0
x0
.

（2 ）若 μ≠ b2

a2
，将 2b2x 0 m =a2 （1 +

2ny0）μ－b2代入直线l′：mx′+ny′=1，

化简得 （2μa2y0x′+2b2x0y′）n+（μa2－

b2）x′－2b2x0=0.

由
2μa2y0x′+2b2x0y′=0，

（μa2－b2）x′－2b2x0=0
≠ ，

得
x′=

2b2x0
μa2－b2

，

y′=-
2μa2y0
μa2－b2

≠
≠
≠
≠
≠≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠

，

则
x=x′+x0=

2b2x0
μa2－b2

+x0=
（μa2+b2）x0
μa2－b2

，

y=y′+y0=－
2μa2y0
μa2－b2

+y0=－
（μa2+b2）y0
μa2－b2

≠
≠
≠
≠
≠≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠
≠

，

则直线 l恒过定点′（μa2+b2）x0

μa2－b2
，

－
（μa2+b2）y0
μa2－b2 ′.
反 过 来 ， 若 直 线 l 恒 过 定 点

′（μa2+b2）x0
μa2－b2

，－
（μa2+b2）y0
μa2－b2 ′，

则直线l′恒过定点′2b2x0
μa2－b2

，－
2μa2y0
μa2－b2′，

则m′2b2x0
μa2－b2′+n′－ 2μa2y0

μa2－b2′=1，
化简得2b2x0m=a2（1+2ny0）μ－b2.

由 韦 达 定 理 得 k O′A′ k O′B′ =k 1 k 2 =

b2（1+2mx0）
a2（1+2ny0）

=μ.

综上所述，点P（x0，y0）为椭圆E： x
2

a2
+

y2

b2
=1（a>b>0）上一点，直线 l与椭圆E相

交于异于点P的A，B两点 . 设PA与PB所
在直线的斜率分别为k1，k2，k1k2=μ，当μ=

b2

a2
时，若x0=0，l与l′斜率均不存在，若x0≠

0，l与l′斜率k=－
y0
x0

；当μ≠ b2

a2
时，其充要

条件是直线l过定点.

例3：已知椭圆E： x
2

4
+y2=1，设椭圆E

与y轴的正半轴交于点D，直线l与椭圆E
交于A，B两点 （l不经过点D）. 若AD⊥
BD，求证：直线 l经过定点，并求出定点

的坐标.
解 ：由题可知D （0，1），因为AD⊥

BD，l不经过点D， 所以AD，BD斜率存在
且kADkBD=-1.

作平移变换
x′=x－0，
y′=y－1≠ ，

则平移后的椭圆E′： （x′）
2

4
+（y′+1）2=

1，整理得（x′）2+4（y′）2+8y′=0.
将平移后的直线方程设为 l′：mx′+

ny′=1，巧代“1”，与上式齐次联立化简得

（4+8n）′y′x′ ′
2
+8m′y′x′ ′+1=0.

由韦达定理得kO′A′kO′B′=
1

4+8n
=－1，

解得n=－ 5
8
.

代入 l′：mx′+ny′=1，消去n得mx′－
5
8
y′=1，

则 l′过定点′0，- 8
5 ′，l过定点′0，

- 3
5 ′.
以上例题 ，若用一般解法 ，联立直

线与椭圆方程，得到关于x的一元二次方
程，将斜率用点的坐标表示 ，再结合韦

达定理进行求解，其中斜率的表达式比

较复杂，计算量也较大 ，令许多学生望

而却步. 而这里首先使坐标系进行平移
变换， 将斜率k转化为与坐标原点间的

斜率k′= y′
x′

，斜率的表达式得到了简化；

接着巧设平移后的直线 ，巧用 “1”的代
换，齐次联立直线与椭圆的方程 ，得到

一个关于k′= y′
x′
的一元二次方程 . 由于

平移后斜率不变， 故原本的斜率k即为
此方程的两个根，使其斜率之和（积）的

问题转化一元二次方程的根的问题，应

用韦达定理便能使问题轻松解决，大大

降低了计算量.
此外当点P（x0，y0）不在椭圆上时 ，

仍可作平移变换
x′=x－x0，

y′=y－y0
≠

，
即

x=x′+x0，

y=y′+y0
≠

，

则平移后的椭圆整理得

b2（x′）2+a2（y′）2+2（x0b2x′+y0a2y′）+

x20b2+y20 a2－a2b2=0. %

因为P（x0，y0）不在椭圆上，则
x20
a2
+
y20
b2
≠

1，即x20b2+y20 a2－a2b2≠0，

仍可将平移后的直线方程设为 l′：
mx′+ny′=1，巧代“1”，与上式齐次联立得

b2（x′）2+a2（y′）2+2（x0b2x′+y0a2y′）·（mx′+

ny′）+（x2
0 b2+y2

0 a2－a2b2）（mx′+ny′）2=0，则

等式两边同除（x′）2，仍然可得到一个关

于 y′
x′
的一元二次方程， 结合韦达定理，

同样可以解决有关相交弦的斜率和

（积）的问题 . 进一步的，对于双曲线与

抛物线中有关相交弦的斜率和 （积）的

问题，都可以通过平移齐次化 ，将其转

化为一个关于 y′
x′
的一元二次方程来处

理 . 也就是说，对于此类问题学生是完

全可以触类旁通的.

襛 结束语
直线与圆锥曲线的问题往往因为

复杂的表达形式和繁重的计算量让学

生容易产生畏难情绪. 以上通过挖掘平
移变换法、齐次化简 ，灵活巧算的技巧

和方法，可以大大简化表达形式 ，降低

计算量. 在日常教学中， 教师要有意识

地引导学生学会探索 、归纳 、总结圆锥

曲线中的一些典型问题 ， 以不变应万

变，切实提高学生的解题能力与信心.
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