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摘要: 学生在学习解析几何的过程中经常会提出“涉及直线与椭圆相交时，将直线的
方程与椭圆方程联立后，消去 y得到关于 x的方程，为何不需要考虑上述方程的解在区间
［－a，a］上，只要用判别式进行限制就可以”这样的问题．本文通过证明，说明其中原因．
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一、提出问题
在解析几何中，学生经常会提出以下问

题: 涉及直线 l: y = k x + m与椭圆 C1 :
x2

a2
+ y2

b2

= 1( a ＞ b ＞ 0) 相交时，将直线 l的方程与椭
圆 C1 方程联立后，消去 y 得到关于 x 的方程
( b2 + a2k2 ) x2 + 2kma2x + a2m2 － a2b2 = 0，为
何不需要考虑上述方程的解在区间［－ a，a］
上，只要用判别式 Δ ＞ 0进行限制就可以? 对
于双曲线与抛物线，也有类似的问题．
对于这些问题，许多老师认为这些问题

本该如此，没有给学生讲解的必要．但是，当学
生遇到问题“求圆M: ( x + 1) 2 + y2 = 8与抛物
线 C: y2 = 4x的交点”时，消去 y得关于 x的方
程 x2 + 6x － 7 = 0，就需要考虑方程 x2 + 6x －

7 = 0的解在区间［0，■2 2 － 1］上．此时学生对
上述问题就自然会产生出疑问．现将对上述问
题分析证明过程展现如下．
二、分析问题
1．直线与椭圆相交

设直线 l: y = k x + m 椭圆 C1 :
x2

a2
+ y2

b2
=

1( a ＞ b ＞ 0) 相交，且有两个交点．将直线 l的
方程与椭圆 C1方程联立，消去 y得到关于 x的
方程( b2 + a2k2 ) x2 + 2kma2x + a2m2 － a2b2 =
0①．则 Δ = ( 2kma2 ) 2 － 4( b2 + a2k2 ) ( a2m2 －
a2b2 ) ＞ 0，即 m2 － b2 － a2k2 ＜ 0．

令函数 f( x) = ( b2 + a2k2 ) x2 + 2kma2x +
a2m2 － a2b2，其中 m2 － b2 － a2k2 ＜ 0．从而 f( －
a) = ( b2 + a2k2 ) ( － a) 2 － 2kma3 + a2m2 － a2b2

= a2( ak － m) 2 ≥ 0，f( a) = ( b2 + a2k2 ) a2 +
2kma3 + a2m2 － a2b2 = a2( ak + m) 2 ≥ 0，函数

f( x) 图 象 的 对 称 轴 x = － kma2

b2 + a2k2 ．

∵ － kma2

b2 + a2k2( )
2

－ a2 =

k2m2a4 － a2( b2 + a2k2 ) 2

( b2 + a2k2 ) 2
＜

k2a4( b2 + a2k2 ) － a2( b2 + a2k2 ) 2

( b2 + a2k2 ) 2
=

－ a2b2( b2 + a2k2 )

( b2 + a2k2 ) 2
＜ 0，即 － kma2

b2 + a2k2( )
2

＜

a2，也即 － a ＜ － kma2

b2 + a2k2 ＜ a从而对称轴x =

－ kma2

b2 + a2k2 ∈ ( － a，a) ．而 Δ ＞ 0即 m2 － b2 －

a2k2 ＜ 0，所以 f － kma2

b2 + a2k2( ) ＜ 0．又因为 f( －

a) ≥ 0，且函数 f( x) 在区间［－ a，a］上连续，

所以函数 f( x) 在区间 － a，－
kma2

b2 + a2k2[ ) 上
有且只有一个零点．同理可得函数 f( x) 在区

间 － kma2

b2 + a2k2，a( ] 上有且只有一个零点．所以
在 Δ ＞ 0的条件下，方程①的解均在区间［－
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a，a］上．

于是，直线 l: y = k x + m与椭圆 C1 :
x2

a2
+

y2

b2
= 1( a ＞ b ＞ 0) 相交时，将直线 l的方程与

椭圆 C1 方程联立后，消去 y后所得方程 ①的
解一定在区间［－ a，a］上，不需要考虑上述
方程的解在区间［－ a，a］上，只要用判别式 Δ
＞ 0进行限制就可以了．

2．直线与双曲线相交

设直线 l: y = k x + m，双曲线C2:
x2

a2
－ y2

b2
=

1( a ＞ 0，b ＞ 0) 且有两个不同交点时，将直线
l的方程与双曲线 C2 方程联立，消去 y得关于
x的方程( b2 － a2k2 ) x2 － 2kma2x － a2m2 － a2b2

= 0②． 于 是 由 题 设 条 件 可 得 即
b2 － a2k2 ≠ 0，
m2 + b2 － a2k2 ＞ 0．{ 令函数 g( x) = ( b2 －

a2k2 ) x2 － 2kma2x － a2m2 － a2b2，其中

b2 － a2k2 ≠ 0，
m2 + b2 － a2k2 ＞ 0．{ 则 g( － a) = ( b2 － a2k2 )

( － a) 2 + 2kma3 － a2m2 － a2b2 = － a2( ak － m) 2≤
0，g( a) = ( b2 － a2k2 ) a2 － 2kma3 － a2m2 － a2b2

= － a2( ak + m) 2 ≤ 0，且对称轴 x = kma2

b2 － a2k2 ．

( 1) 当 b2 － a2k2 ＞ 0时，g( － a) = － a2 ( ak
－ m) 2 ≤ 0，g( a) = － a2( ak + m) 2 ≤ 0，函数
g( x) 开口向上且函数连续，于是函数 g( x) 在
区间( － ∞，－ a］和［a，+ ∞ ) 上各有一个零
点;

( 2) 当 b2 － a2k2 ＜ 0时，
kma2

b2 － a2k2( )
2

－ a2

= k2m2a4 － a2( b2 － a2k2 ) 2

( b2 － a2k2 ) 2
＞

k2a4( a2k2 － b2 ) － a2( b2 － a2k2 ) 2

( b2 － a2k2 ) 2
=

a2b2( a2k2 － b2 )

( b2 － a2k2 ) 2
＞ 0．故

kma2

b2 － a2k2( )
2

＞ a2 即

kma2

b2 － a2k2 ＞ a或
kma2

b2 － a2k2 ＜ － a．

1° 当
kma2

b2 － a2k2 ＞ a 时， 因 为

b2 － a2k2 ＜ 0
m2 + b2 － a2k2 ＞ 0，{ 所以 g

kma2

b2 － a2k2( ) ＞ 0．

g( a) = ( b2 － a2k2) a2 － 2kma3 － a2m2 － a2b2 =
－ a2( ak + m) 2 ≤ 0，函数 g( x) 开口向下且函
数连续，于是函数 g( x) 在区间［a，+ ∞ ) 上有
两个不同的零点．

2° 当
kma2

b2 － a2k2 ＜ － a 时， 因 为

b2 － a2k2 ＜ 0
m2 + b2 － a2k2 ＞ 0，{ 所以 g

kma2

b2 － a2k2( ) ＞ 0，

g( － a) = ( b2 － a2k2 ) ( － a) 2 + 2kma3 － a2m2

－ a2b2 = － a2( ak － m) 2≤ 0，函数 g( x) 开口向
下且函数连续，于是函数 g( x) 在区间( － ∞，
－ a］上有两个不同的零点．
综上可得在条件 b2 － a2k2 ≠ 0与 Δ = ( －

2kma2 ) 2 － 4( b2 － a2k2 ) ·( － a2m2 － a2b2 ) ＞
0( 即m2 + b2 － a2k2 ) 下，方程的解均在区间( －
∞，－ a］∪［a，+ ∞ ) 上．于是，直线 l: y = k x

+ m与双曲线C2 :
x2

a2
－ y2

b2
= 1( a ＞ 0，b ＞ 0) 有

两个不同交点时，将直线 l的方程与双曲线 C2

方程联立消去 y 所得方程 ② 的解在区间( －
∞，－ a］∪［a，+ ∞ ) 上，于是在 b2 － a2k2 ≠
0时，不需要考虑上述方程的解在区间( － ∞，
－ a］∪［a，+ ∞ ) 上，只要用判别式 Δ ＞ 0进
行限制就可以了．

3．直线与抛物线相交
设直线 l: y = k x + m 与抛物线 C3 : y

2 =
2px( p ＞ 0) 有两个不同交点，将直线 l的方程
与抛物线 C3方程联立后，消去 y得关于 x的方
程 k2x2 + ( 2km － 2p) x + m2 = 0③，则 k≠ 0，且
Δ = ( 2km － 2p) 2 － 4k2m2 ＞ 0，即 k≠ 0，且 p －
2km ＞ 0．令函数 h( x) = k2x2 + ( 2km － 2p) x +

m2，则 h( 0) = m2 ≥ 0，对称轴 x = p － km
k2 ．因为

p － 2km ＞ 0，即 － km ＞ － p
2
，所以对称轴 x =

p － km
k2 ＞

p
2k2 ＞ 0．当 k2 ＞ 0时，因
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能会有另一种效果．
爱因斯坦曾经说过: “发现问题比解决问

题更重要”．从以上的课堂实录中真真切切地
感受到了这种体会．由此发现整个新人教 A版
2019版高中数学课程在“探究与发现”这个版
块中的螺旋式设问，恰到好处地点拨、启发，
在学生发展核心素养大背景下尤其独树一

帜，值得广大高中教师细细研究．
二、对于新人教 A 版“探究与发现”版块

的使用建议

关注学生的问题意识培养，关注新增内

容，发挥特色版块“探究与发现”的作用．这就
需要教师熟悉新教材，认真揣摩教材编写意

图，在教学中注重学科核心素养的渗透，充分

发挥“探究与发现”版块的作用．还需要教师
在对教材内容充分理解的基础上，科学、合
理、灵活地发挥“探究与发现”这个版块的潜
在价值和功能，提高教材应用能力，有效引导

学生学习．此外还要注意进行启发教学、激发
思维、拓展探究，在教学“探究与发现”时做到
适可而止，切不可越俎代庖．
落实学生发展核心素养不是一句空话．应

该合理利用好课堂的每一个细节，关注学生的

思维碰撞，把学生发现问题、分析问题的核心素

养落到实处．例如在“为什么 y = ±
b
a
x 是双曲

线的渐近线”教学中，让学生感受到从有限认
识无限，从近似认识精确，从量变认识质变，体

会“无限趋近”的本质．知识是延续的，要引导
学生继续保持探究精神，发挥自己的想象力与

创造力，勇于发现，大胆猜想，合理论证．
在课堂教学中渗透核心素养，不仅仅是

培养学生显性的数学学习能力，更是培养学

生隐性的可持续发展的能力．新人教 A 版
2019版高中数学课程在“探究与发现”这个版
块中很好地诠释了这个观点．正如英国教育家
怀特海所说的，“教育是教人们如何运用知识
的艺术，当你丢掉你的课本，烧掉你的听课笔

记，忘掉你为了应付考试而背诵的细节，你的

学习对你来说才是有用的，你所需要的那些

细节的知识就像头顶上的太阳和月亮一样，

都是显而易见的事实; 而你偶尔需要的，都能

在任何参考文献里找到答案”．这样的教育，才
能“把营养输送给人生．”
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为 p － 2km ＞ 0，所以 h( x) min = h
p － km

k2( ) ＜

0．又因为 h( 0) = m2≥ 0，且函数 h( x) = k2x2 +

( 2km － 2p) x + m2在［0，+∞ ) 上连续，于是函

数 h( x) = k2x2 + ( 2km － 2p) x + m2在［0，+ ∞ )

上 有 两 个 不 同 的 零 点． 所 以 在
k≠ 0，

Δ = ( 2km － 2p) 2 － 4k2m2 ＞ 0{ 的条件下，方

程③的解均在区间［0，+ ∞ ) 上．

于是，直线 l: y = k x + m 与抛物线 C3 :

y2 =2px( p ＞ 0) 有两个不同交点时，将直线 l
的方程与抛物线C3方程联立后，消去 y得关于
x的方程③的解在区间［0，+ ∞ ) 上，在 k2 ≠
0时，不需要考虑上述方程的解在区间［0，
+ ∞ ) 上，只要用判别式 Δ ＞ 0进行限制就可
以了．

参考文献
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