
与其“面面俱到”　不如“以点带面”
———以“双曲线”复习为例
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摘　要　高三第一轮复习是建立在学生学完新课的基础上，如果教师还仅仅停留在简单的罗列知

识、讲解题目，学生会感到乏味，复习的效果就会打折扣．与其这样，不如立足于考情，立足于知识间的

联系，抓住复习的节点，以点带面，提高复习的效率．
关键词　一轮复习；提高效率；立足考情

　　高三第一轮复习，教师大都追求的是面面俱

到，滴水不漏，把每一个“知识细节”覆盖完，这种

复习策略高效吗？笔者认为未必．考虑到学生已

经学习过一 遍，再 这 样 复 习 会 感 到 乏 味，复 习 效

果也会打 折 扣．与 其 这 样“耗”下 去，不 如 从 小 处

入手，以点带面，直击目标．下面以“双曲线”复习

为例，谈谈看法．
１　考情目标

解析几何是高中数学重要内容之一，在高考

中占有重要 地 位．纵 观 近 几 年 的 高 考 试 题，解 析

几何一般设置两小一大或一小一大，分值大约１７
～２２分．而双 曲 线 作 为 一 种 重 要 的 圆 锥 曲 线，是

高考的“常客”，尤其是它的两大性质———渐近线

与离心率，其 命 题 大 都 围 绕 二 者 展 开．相 对 于 椭

圆与抛 物 线，考 试 大 纲 对 双 曲 线 的 要 求 要 低 一

些，一般是 以 客 观 题 的 形 式 出 现，考 查 学 生 的 逻

辑推理能力和运算求解能力，从中渗透数形结合

思想．
２　复习概要

２．１　扎根基础

（１）双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的渐近

线方程为 ，离心率ｅ＝ ；

（２）双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的渐近

线方程为 ，离心率ｅ＝ ．
著名心理 学 家 奥 苏 贝 尔 曾 说 过：“如 果 我 不

得不把全部教育心理学还原为一条原理的话，我

将会说，影响学习最重要的因素是学生已经知道

了什么，根据学生的原有知识状态进行教学．”因

此，回顾双 曲 线 的 渐 近 线 与 离 心 率，目 的 是 激 活

学生原有 的 知 识 状 态，构 筑 进 一 步 学 习 的 平 台，
为复习作好准备．尽管双曲线是一种重要的圆锥

曲线，是高 考 的 常 考 知 识 点，但 是 笔 者 仍 然 抛 弃

了“大面积撒网”这种费时费力的复习策略，从渐

近线与离心率这一小处入手，引领整节内容的复

习．
２．２　立足联系

（１）双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的离心

率ｅ 与 它 的 渐 近 的 斜 率ｋ 之 间 的 关 系：ｅ ＝

１＋ｋ槡 ２，

（２）双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的离心

率ｅ与 它 的 渐 近 线 的 斜 率ｋ 之 间 的 关 系：ｅ＝

１＋１ｋ槡 ２．

高考命题 注 重 学 科 的 内 在 联 系 和 知 识 的 综

合性，不刻 意 追 求 知 识 的 覆 盖 面．而 双 曲 线 的 渐

近线与离心率之间通过ｃ２＝ａ２＋ｂ２ 建立联系，而
明确二者的联系对缩短解题路径，优化解题思路

有很大的帮助．
２．３　联通模拟

（１）（２０１８年皖北协 作 区 理１２）已 知 椭 圆ｘ
２

ａ２

＋ｙ
２

ｂ２ ＝１
左右焦点分别为Ｆ１、Ｆ２，双曲线ｘ

２

ｍ２－
ｙ２
ｎ２

＝１的一条渐近线交椭圆于点Ｐ，且满足ＰＦ１ ⊥

ＰＦ２，已知椭圆的离心率为ｅ１ ＝ ３４
，则双曲线的

离心率ｅ２（　　）
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解析　本 题 涉 及 椭 圆、双 曲 线 的 方 程 与 性

质、直线的斜率、直线与椭圆的位置关系、垂直等

知识，考查 逻 辑 推 理 能 力 和 运 算 求 解 能 力，难 度

大，综合性 强．由 双 曲 线 的 渐 近 线 与 离 心 率 的 关

系知，解决本题的关键是如何求渐近线的斜率．

图１

方法１　 如图１所示，
设Ｐ（ｘ０，ｙ０），ａ＝４ｔ，ｃ＝

３ｔ，则ｂ＝ 槡７ｔ，Ｆ１（－３ｔ，
０），Ｆ２（３ｔ，０）．椭 圆 的 方 程

可 化 为 ７ｘ２ ＋ １６ｙ２ ＝
１１２ｔ２．把Ｐ（ｘ０，ｙ０）的坐标代入，得７ｘ２０＋１６ｙ２０＝

１１２ｔ２①Ｆ１
→Ｐ ＝ （ｘ０＋３ｔ，ｙ０），Ｆ２

→Ｐ ＝ （ｘ０－３ｔ，

ｙ０），由ＰＦ１ ⊥ＰＦ２ 知Ｆ１
→Ｐ·Ｆ２

→Ｐ＝０，即ｘ２０＋ｙ２０
＝９ｔ２②（也可利用直角三角形斜边的中线等于斜

边的一半，即 ＯＰ ＝３ｔ或直线Ｆ１Ｐ与直线Ｆ２Ｐ

的斜率之积等于－１）．由①②可得ｘ２０＝３２９ｔ
２，ｙ２０

＝４９９ｔ
２，故双曲线的一条渐近线的斜率ｋ２ ＝４９３２

，

离心率ｅ２ ＝ １＋ｋ槡 ２　＝ 槡９　２
８ ．

方 法 ２　 如 图 １ 所 示，设 ＰＦ１ ＝ ｘ１，

ＰＦ２ ＝ｘ２（ｘ１ ＞ｘ２），ａ＝４ｔ，ｃ＝３ｔ．由椭圆的

定义知ｘ１＋ｘ２ ＝８ｔ③ 再由ＰＦ１ ⊥ＰＦ２ 知ｘ２１＋

ｘ２２ ＝３６ｔ２④ 由 ③④ 可得ｘ１＝（４　＋槡２）ｔｘ２＝（４

－槡２）ｔ．ｔａｎ∠ＰＦ１Ｆ２＝ ＰＦ２
ＰＦ１ ＝４　－槡２

４　＋槡２
，不难得

出 ∠ＰＯＦ２ ＝ ２∠ＰＦ１Ｆ２， 故 ｔａｎ∠ＰＯＦ２ ＝

ｔａｎ２∠ＰＦ１Ｆ２ ＝ ２ｔａｎ∠ＰＦ１Ｆ２
１－（ｔａｎ∠ＰＦ１Ｆ２）２

＝ 槡７　２
８
，即

双曲线的一条渐近线的斜率ｋ　＝ 槡７　２
８
，所以ｅ２ ＝

１＋ｋ槡 ２　＝ 槡９　２
８ ．

点评　本 题 立 足 于 椭 圆，借 助 于 垂 直，分 别

从代数与几何的角度求出双曲线的离心率，而这

两种方法的本质源于直线斜率的计算方法．本题

通过双曲线的渐近线与离心率之间的关系，缩短

了思维，减少了运算．
（２）（２０１８年江南十校联考试题理１６）已知双

曲线Ｃ１、Ｃ２ 的焦点分别在ｘ轴、ｙ轴上，渐近线方

程 为ｙ＝±１ａｘ
，离心率分别为ｅ１、ｅ２，则ｅ１＋ｅ２ 的

最小值为 ．
解析　本题以渐近线为背景，构筑有关离心

率的一元表 达 式，转 化 为 最 值 问 题，从 而 与 基 本

不等式、函数、导数以及向量等知识建立了联系．
由双曲线的渐 近 线 与 离 心 率 的 关 系 可 得ｅ１＋ｅ２

＝ １＋１ａ槡 ２ ＋ １＋ａ槡 ２ ．

方法１　ｅ１＋ｅ２ ＝ １＋ａ槡 ２·１＋ａ
ａ ≥ ２槡ａ

·２槡ａ
ａ ＝ 槡２　２，当且仅当ａ＝１时等号成立．

方法２　（ｅ１＋ｅ２）２＝ １＋１ａ槡 ２ ＋ １＋ａ槡（ ）２ ２

＝ ａ＋１（ ）ａ
２

＋２　ａ＋１（ ）ａ ，令ｔ＝ａ＋１ａ
（ｔ≥２），

则（ｅ１＋ｅ２）２＝ｔ２＋２ｔ＝（ｔ＋１）２－１≥８，所以ｅ１

＋ｅ２ 的最小值为 槡２　２．

方法３　 设ｆ（ａ）＝ １＋ａ槡 ２·１＋ａ
ａ
（ａ＞

０），ｆ′（ａ）＝ ａ２－１
ａ２　 １＋ａ槡 ２

．令ｆ′（ａ）＝０，得ａ＝１．

ｆ（ａ）在（０，１）上递减，在（１，＋∞）上递增，所以

ｆ（ａ）的最小值为 槡２　２，即ｅ１＋ｅ２ 的最小值为 槡２　２．

方法４　设ｍ＝（１，ａ），ｎ＝（１，１ａ
），ｅ１＋ｅ２ ＝

ｍ ＋ ｎ ≥２槡ｍ　ｎ ≥２　 ｍ·槡 ｎ 槡＝２　２．

方法５　 设ｍ＝ １＋ａ槡 ２，ｎ＝ １＋１ａ槡 ２，则

（ｍ２－１）（ｎ２－１）＝１，１ｍ２＋
１
ｎ２＝１．

令１
ｍ ＝ｃｏｓａ

，

１
ｎ ＝ｓｉｎａ

，于是ｍ＝ １
ｃｏｓａ

，ａ∈ ０，π（ ）２ ．ｅ１＋ｅ２＝

ｍ＋ｎ＝ １
ｓｉｎａ＋

１
ｃｏｓａ＝

ｓｉｎａ＋ｃｏｓａ
ｓｉｎａｃｏｓａ ．令ｔ＝ｓｉｎａ＋

ｃｏｓａ，ｔ∈ （１，槡２）则ｓｉｎａｃｏｓａ＝ｔ
２－１
２
，故ｅ１＋ｅ２

＝ ２ｔ
ｔ２－１

．不难判断ｆ（ｔ）＝ ２ｔ
ｔ２－１

在（１，槡２）上递

减，所以ｅ１＋ｅ２ ≥ 槡２　２．

方法６　 易得１
ｅ２１
＋１ｅ２２

＝１，（ｅ１＋ｅ２）２＝（ｅ１＋

ｅ２）２·（１ｅ２１
＋１ｅ２２

）＝（ｅ
２
１

ｅ２２
＋ｅ

２
２

ｅ２１
）２＋２（ｅ１ｅ２＋

ｅ２
ｅ１
）＋２≥
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８．即ｅ１＋ｅ２≥ 槡２　２，当且仅当ｅ１＝ｅ２时等号成立．
点评　本 题 是 双 曲 线 的 渐 近 线 与 离 心 率 之

间关系的直 接 应 用，简 化 了 思 路，为 求 最 值 节 省

了时间与精 力．又 由 求 最 值 方 法 的 多 样 性，培 养

了学生思维的灵活性，反映了命题的一般要求．
２．４　直击高考

（１）（２０１７年全国卷Ｉ理１５）已知双曲线Ｃ：

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的右顶点为Ａ，以Ａ为

圆心，ｂ为半径作圆Ａ，圆Ａ与双曲线Ｃ的一条渐

近线交于Ｍ、Ｎ两点．若∠ＭＡＮ ＝６０°，则Ｃ的离

心率为 ．
解析　本 题 考 查 双 曲 线 的 方 程、顶 点、渐 近

线以及离心率、圆的方程、直线与圆的位置关系、
三角形等知识，对逻辑推理与运输求解能力有一

定要求．
方法１　 设渐近线方程为ｙ＝ｋｘ，圆Ａ：（ｘ－

ａ）２＋ｙ２ ＝ｂ２，联立方程
ｙ＝ｋｙ，
（ｘ－ａ）２＋ｙ２ ＝ｂ２｛ ，

消去ｙ得（１＋ｋ２）ｘ２－２ａｘ＋（ａ２－ｂ２）＝０．

再 设 Ｍ（ｘ１，ｙ１），Ｎ（ｘ２，ｙ２），则ｘ１ ＋ｘ２ ＝
２ａ
１＋ｋ２

，ｘ１ｘ２ ＝ａ
２－ｂ２
１＋ｋ２

．

ＭＮ ＝ １＋ｋ槡 ２ ２ａ
１＋ｋ（ ）２ －４ａ２－ｂ２１＋ｋ槡 ２ ＝

ｂ，整理得３ｋ４－ｋ２＝０，所以ｋ２＝０（舍去）或ｋ２＝

１
３．

故ｅ＝ １＋ｋ槡 ２　＝ 槡２　３
３ ．

图２

方法２　如图２所示，
作 ＡＢ ⊥ ＭＮ， 则 由

∠ＭＡＮ ＝６０°知 △ＭＡＮ
是 正 三 角 形， ＡＢ　＝

槡３
２ｂ
， 在 Ｒｔ△ＡＢＯ 中，

ＯＢ ＝ ＯＡ　２－ ＡＢ槡 ２ ＝ ａ２－３４ｂ槡 ２，ｋ＝

ＡＢ
ＯＢ ＝

槡３
２ｂ

ａ２－３４ｂ槡 ２

，又ｋ＝ ｂａ
，故

槡３
２ｂ

ａ２－３４ｂ槡 ２

＝ ｂａ
，ｋ２ ＝ １３

，所以ｅ＝ 槡２　３
３ ．

方法３由 △ＭＡＮ 是 正 三 角 形，得 ＡＢ　＝

槡３
２ｂ
，直线ＭＮ：ｙ＝ｂａｘ

，即ｂ
ａｘ－ｙ＝０

，Ａ（ａ，０），

ＡＢ ＝ ｂ

１＋ ｂ（ ）ａ槡
２
，因此 ｂ

１＋ ｂ（ ）ａ槡
２
＝槡３２ｂ

，

ｅ＝ １＋ｋ槡 ２　＝ 槡２　３
３ ．

点 评 　 本 题 的 突 破 口 在 于 如 何 使 用

“∠ＭＡＮ ＝６０°”．通过圆的性质构造正三角形，
建立双曲线的渐近线与离心率的联系，从而求出

离心率．

（２）（２０１７年全国卷ＩＩ理９）若双曲线Ｃ：ｘ
２

ａ２＋

ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）的一条渐近线被圆（ｘ－２）２

＋ｙ２ ＝４所 截 得 的 弦 长 为２，则Ｃ 的 离 心 率 为

．
解析　本题考查的知识涉及双曲线方程、性

质、圆以及直线与圆的位置关系、三角形等．

图３

方 法１　 设 双 曲 线 的

渐近线方程为ｙ＝ｋｘ，即ｋｘ
－ｙ＝０．圆心（２，０）到直线

ｙ ＝ ｋｘ 的 距 离 ｄ ＝
ｚｘ
１＋ｋ槡 ２

．再由弦长、半径以

及圆心距之 间 的 关 系 得ｄ　＝槡３，故 ２ｋ
１＋ｋ槡 ２

＝

槡３，解得ｋ２ ＝３，ｅ＝ １＋ｋ槡 ２ ＝２．
方法２　 如图３所示，△ＯＡＢ是正三角形，故

渐近线的斜率ｋ　＝槡３，故ｅ＝ １＋ｋ槡 ２ ＝２．
点评　本 题 与 上 题 相 比，难 度 降 低，若 结 合

图形，会有助于解题．
３　反思

３．１　立足考情，有的放矢

高三 复 习，不 仅 要 照 顾 到 基 础 知 识，也 要 注

意知识之间 的 联 系 与 综 合．在 具 体 操 作 中，要 放

弃经验至上的思想，要着眼于教材，立足考情，认

真研读考试 大 纲 与 考 试 说 明，做 到 心 中 有 数，方

能有的放矢．复 习 课 不 同 于 新 课，复 习 课 大 都 省

略了知识生成过程，省略了概念等的归纳概括过

程．复习课以学生已学为基础，如果再面面俱到、
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滴水不漏的展开，不仅费时费力，事倍功半，学生

也容易生厌，影 响 学 生 的 复 习 兴 趣 与 积 极 性．故

教师要立足 考 情，合 理 设 计 复 习 课 堂，抓 住 内 容

的要点与关键点，以点带面，打造“生命课堂”．
３．２　立足联系，培养思维

《考试大纲》指出“注重学科的内在联系和知

识的综合性，不 刻 意 追 求 知 识 的 覆 盖 面．从 学 科

的整体高度和思维价值的高度考虑问题，在知识

网络的交汇点处设计试题，使对数学基础知识的

考查达到 必 要 的 深 度．”［１］因 此 复 习 要 立 足 于 知

识间联系，构 筑 知 识 网 络．章 建 跃 博 士 指 出：“数

学是培养 思 维 能 力 的 最 佳 载 体．”而 高 三 复 习 课

基于知识的综合性与联系，思维量一般更大和对

思维的灵活性要求也更高，因而对锤炼思维有很

大的帮助，有利于培养学生的思维能力．
３．３　立足“小处”，以点带面

高三 复 习 要 巩 固 基 础，提 升 能 力．考 虑 到 高

三时间的紧 迫 性，内 容 的 综 合 性，如 若 把 复 习 课

上成了新课，想 必 不 利 于 备 考，也 不 利 于 提 升 学

生的能力．因此，教师要遵循复习课的规律，不拘

泥于“细 腻”，与 其 面 面 俱 到，不 如 尝 试 从 小 处 入

手，以点带面，推动复习课有效开展．就像双曲线

的渐近线与离心率，二者通 过 参 数ａ、ｂ、ｃ与 双 曲

线的方程以及其它性质建立了联系．复习不妨从

二者入手，顺藤摸瓜，连带出其它知识，既省时省

力，又能抓住关键，可谓一举两得．
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在解决数学问题中获得一些基本知识、学会

一些基本 技 能 之 外，终 极 目 标 是 培 养 核 心 素 养．
数学核心素养在解决问题中生成，大致可以分为

三个阶段：
第一阶段是解决问题．对具体的数学问题能

够彻底解决，对过程无可置疑，对结果毫无疑义，
这是初级阶段，也是数学核心素养在学生中生长

的必经历程．
第二阶段是强化解决问题的过程．解决问题

本质上是一种过程，可能是思考的过程或者智慧

结晶的过程．因 此 以 素 养 为 本、致 力 于 能 力 的 问

题，在本质 上 是 一 种 强 调 过 程 的 解 决 问 题．这 种

完整的解答过程，无论繁与简，优与劣，甚至对与

错，都应在解决问题中凸显，如独立思考的过程、
书写的过程、交流展示、自我评价的过程等．

第三阶段是对问题智慧解决的过程．现在提

出的解决问题目标不是一维的而是三维的，不仅

重视结果（知 识），还 要 重 视 过 程（智 慧）、重 视 学

科素养的培养．首先对解决方法和过程进行优化

选择，然后 明 确 在 具 体 环 节、以 最 易 接 收 的 方 式

融入哪（几）个数学核心素养．
解决问 题 的 过 程 要 突 出 什 么？就 是 要 突 出

教师的教学方式，而改变教师的教学方式只是手

段，不是目的，目的是要改变学生的学习方式，最

终改变学生的思维方式，在过程中培育数学核心

素养．
学生的个性化成长，特别是数学核心素养成

长成为数学学习的中心目标之后，优质的数学问

题将逐 步 演 变 为 数 学 素 养 的 平 台 中 心、测 评 中

心、活动中心和个性化教育培育中心．
总之，数 学 核 心 素 养 的 形 成，不 是 依 赖 单 纯

的数学 问 题，而 是 依 赖 学 生 参 与 其 中 的 数 学 活

动；不是依赖记忆与理解，而是依赖感悟与思维；
它应该是 日 积 月 累 的、自 己 思 考 的 经 验 的 积 累．
基于核心素养的数学问题，要求教师要抓住数学

问题的关键，结合学生的认知规律合理优化数学

问题，启发学 生 充 分 思 考、展 示、交 流，让 学 生 在

解决问题的 同 时，深 度 感 悟 数 学 知 识 的 生 成、发

展过程，积 累 数 学 思 维 和 数 学 实 践 的 活 动 经 验，
形成和发展核心素养．

将核心素 养 的 培 养 融 入 到 解 决 问 题 过 程 当

中，学生数学 核 心 素 养 才 会 生 根、发 芽、成 长，终

究学会在关 联，甚 至 在 综 合 的 环 境 下，从 数 学 角

度发现问 题，可 以 用 数 学 的 思 维 方 法 分 析 问 题，
还可以用数学的方法解决生活中的实际问题．
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