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对 2023年高考新课标 Ⅰ卷第 21题的探究溯源及拓展变式
江苏省南京市板桥中学 (210039) 纪明亮

摘要 本文从不同角度对 2023年高考新课标 Ⅰ卷第 21

题进行了解法探究,并在此基础上对该问题进行溯源,探究

发现其背后的数学原理,最后再进一步的拓展,使知识得到

升华.
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2023年高考新课标 Ⅰ卷第 21题是一道概率统计题,主

要考查条件概率和全概率公式及由递推关系构造等比数列.

这些都是高中数学内的重要知识点. 全概率公式是在文 [1]

中有系统介绍.

引理[1] 若事件 A1, A2, · · · , An 两两互斥,且它们的和
n∑

i=1

Ai = Ω, P (Ai) > 0, i = 1, 2, · · · , n,则对 Ω中任意事件

B, 有 P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai). 这个公式称为全概率公

式 .

一、试题呈现

题目 1 (2023年高考新课标 Ⅰ卷第 21题)甲、乙两人投

篮,每次由其中一人投篮,规则如下: 若命中则此人继续投篮,

若未命中则换为对方投篮. 无论之前投篮情况如何,甲每次

投篮命中率均为 0.6,乙每次命中率均为 0.8. 由抽签确定第 1

次投篮的人选,第 1次投篮人是甲、乙的概率各为 0.5.

(1)求第 2次投篮的人是乙的概率;

(2)求第 i次投篮的人是甲的概率;

(3)已知:若随机变量Xi服从两点分布,且P (Xi = 1) =

1 − P (Xi = 0) = qi, i = 1, 2, · · · , n,则 E(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

qi.

记前 n次 (即从第 1次到第 n次投篮)中甲投篮的次数为 Y ,

求 E(Y ).

分析 (1)第 1次投篮的人是甲或乙,可由全概率公式得

到第 2次投篮的人是乙的概率.

(2)每次投篮人是甲与是乙是对立事件. 从第 2次开始

投篮人是甲是由前一次投篮人是谁且是否投进决定的. 设 i

次投篮的人是甲的概率为 pi,根据全概率公式建立 pi+1 与

pi 的递推关系,再由该关系构造等比数列得到 pi 关系式.

(3)因为甲每次投篮次数是 0或 1服从两点分布,所以根

据题中提供的两点分布的期望公式只需求得的第 i次投篮的

人是甲的概率 pi,即可算出 n次投篮甲投篮次数的期望.

二、试题解答

解 (1) 记“第 i 次投篮的人是甲”为事件 Ai,“第 i

次投篮的人是乙”为事件 Bi, 根据全概率公式得 P (B2) =

P (A1)P (B2|A1)+P (B1)P (B2|B1) = 0.5×0.4+0.5×0.8 =

0.6.

(2)设 P (Ai) = pi,则 P (Bi) = 1− pi,则根据全概率公

式得 P (Ai+1) = P (Ai)P (Ai+1|Ai) + P (Bi)P (Ai+1|Bi),即

pi+1 = 0.6pi+(1−0.8)(1−pi) = 0.4pi+0.2. 构造等比数列

{pi + λ},设 pi+1+λ =
2

5
(pi+λ),则 2

5
pi+

1

5
+λ =

2

5
(pi+λ),

解得 λ = −1

3
,则 pi+1 −

1

3
=

2

5
(pi −

1

3
). 因为 p1 =

1

2
,所以

p1 −
1

3
=

1

6
,则 {pi −

1

3
}是首项是 1

6
,公比是 2

5
的等比数列,

则 pi −
1

3
=

1

6
× (

2

5
)i−1, pi =

1

6
× (

2

5
)i−1 +

1

3
.

(3)因为甲每次投篮数的随机变量 Yi 服从两点分布,且

P (Yi = 1) = pi =
1

6
× (

2

5
)i−1 +

1

3
, n = 1, 2, · · · ,所以

E(Y ) = E(

n∑
i=1

Yi) =

n∑
i=1

pi =
5

18
[1− (

2

5
)n] +

n

3
.

评注 每次投篮的人是甲或乙是对立事件, 即事件

Ai, Bi 互为对立事件, 则 P (Bi) = P (Ai) = 1 − P (Ai).

第 i + 1 次投篮人是甲概率 P (Ai+1) = pi+1 仅由第 i

次投篮人是甲概率 P (Ai) = pi 确定, 即满足条件概率

P (Ai+1|A1, A2, · · · , Ai) = P (Ai+1|Ai).

三、试题溯源

这道高考题的问题背景是马尔科夫链[2], 马尔科夫

链是概率统计中的重要模型, 其数学定义: 假设我们

的序列状态依次是 X1, X2, · · · , Xi, Xi+1, · · · , 那么 Xi+1

时刻的状态的条件概率仅依赖前一时刻 Xi 的状态, 即

P (Xi+1|X1, X2, · · · , Xi) = P (Xi+1|Xi).

若随机事件 Ai 符合马尔科夫链, 设 P (Ai) = pi,

则根据全概率公式得: P (Ai+1) = P (Ai)P (Ai+1|Ai) +

P (Ai)P (Ai+1|Ai). 即 Pi+1 = Pi · P (Ai+1|Ai) + (1 − Pi) ·

P (Ai+1|Ai). 若 P (Ai+1|Ai), P (Ai+1|Ai),均为常数,则得到

Pi+1 与 Pi 的递推关系.

每次试验随机变量 Xi 服从两点分布, P (Xi = 1) =

1− P (Xi = 0) = pi,且 P (Xi = 1) = 1 − P (Xi = 0) = pi,

i = 1, 2, · · · , n, 若 X =
n∑

i=1

Xi, 则 E(X) = E(
n∑

i=1

Xi) =

n∑
i=1

E(Xi) =
n∑

i=1

[1× pi + 0× (1− pi)] =
n∑

i=1

pi.

四、变式探究
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题目 2 设 k 个人进行相互传球游戏,每个拿球的人等

可能地把球传给其他人中的任何一位, k ⩾ 3,初始时球在甲

手中,第 n次传球之后,

(1)球回到甲手中的概率是多少?

(2)记前 n次 (即从第 1次到第 n次传球)之后球在甲手

中次数为X ,求 E(X).

解 (1) 记“第 i次传球, 球回到甲手中”为事件 Ai. 设

P (Ai) = pi, i = 1, 2, · · · , n,则由全概率公式得 P (Ai+1) =

P (Ai)P (Ai+1|Ai) + P (Ai)P (Ai+1|Ai),即 Pi+1 = 0 · Pi +
1

k − 1
(1− Pi) =

1

k − 1
(1− Pi). 构造等比数列 {pi + λ},设

pi+1 + λ = − 1

k − 1
(pi + λ),则 pi+1 + λ = − 1

k − 1
(pi + λ),

解得 λ = − 1

k
,则 pi+1 −

1

k
= − 1

k − 1
(pi −

1

k
). 因为 p1 = 1,

所以 p1 − 1

k
=

k − 1

k
, 则 {pi −

1

k
} 是首项是 k − 1

k
, 公比

是 − 1

k
的等比数列, 则 pi −

1

k
=

k − 1

k
× (− 1

k − 1
)i−1,

pi =
k − 1

k
× (− 1

k − 1
)i−1 +

1

k
. 则第 n次传球之后,球回到

甲手中概率是 pn =
k − 1

k
× (− 1

k − 1
)n−1 +

1

k
.

(2)记前 n次 (即从第 1次到第 n次投篮)中甲投篮的

次数为 X ,第 i次球在甲手中记为 Xi,则 X =
n∑

i=1

Xi,因为

P (Xi = 1) = 1− P (Xi = 0) = pi, i = 1, 2, · · · , n,则

E(X) =E(

n∑
i=1

Xi) =

n∑
i=1

pi =
k − 1

k
·
1− (− 1

k − 1
)
n

1 +
1

k − 1

+
n

k

=(
k − 1

k
)2 − (

k − 1

k
)2 · (− 1

k − 1
)n +

n

k
.

评注 事件 Ai 符合马尔科夫链,则

P (Ai+1|A1, A2, · · · , Ai) = P (Ai+1|Ai),

再由全概率公式得 P (Ai+1) = P (Ai)P (Ai+1|Ai) +

P (Ai)P (Ai+1|Ai), 其中 P (Ai+1|Ai) = 0(传球不能传给自

己), P (Ai+1|Ai) =
1

k − 1
. 这样就得到 Pi+1 与 Pi 关系.

五、拓展延伸

马尔科夫链的推广 设我们的序列状态依次是

X1, X2, · · · , Xi, Xi+1, · · · , 那么 Xi+1 时刻的状态的条件

概率依赖前两个时刻Xi、Xi−1 状态,即

P (Xi+1|X1, X2, · · · ,Xi) = P (Xi+1|Xi) + P (Xi+1|Xi−1).

若随机事件 Ai 服从这一模型,设 P (Ai) = pi,则根据全概率

公式得:

P (Ai+1) = P (Ai)P (Ai+1|Ai) + P (Ai)P (Ai+1|Ai)

+ P (Ai−1)P (Ai+1|Ai−1) + P (Ai−1)P (Ai+1|Ai−1), (∗)

若 P (Ai+1|Ai), P (Ai+1|Ai), P (Ai+1|Ai−1), P (Ai+1|Ai−1)

均为常数,则得到 Pi+1 与 Pi 及 Pi−1 递推关系.

题目 3 为激发学生体育锻炼热情,某中学举办投篮比

赛活动,每个人定点投篮,每次投篮相互独立. 投进一球得 2

分,投不进也可以取得一分,最后得分高的同学即可获胜. 学

生甲投进概率为
1

3
,投不进的概率为 2

3
,设学生甲投篮得分

是 i(i ⩾ 2)的概率为 pi.

(1)求 pi. (2) n次投篮后,甲得分是X ,求 E(X).

解 (1) 记“甲投篮得分是 i”为事件 Ai, 则 P (Ai) =

pi, P1 =
2

3
, P2 =

1

3
+ (

2

3
)2 =

7

9
, P (Ai+1|Ai) =

2

3
,

P (Ai+1|Ai−1) =
1

3
, P (Ai+1|Ai) = P (Ai+1|Ai−1) = 0,

由题意知 (∗) 式成立, 故 pi+1 =
2

3
pi +

1

3
pi−1. 构造等

比数列 {pi+1 + λpi}, 设 pi+1 + λpi = µ(pi + λpi−1), 则

2

3
pi+

1

3
pi−1+λpi = µ(pi+λpi−1),则

■■■ λ+
2

3
= µ,

λµ =
1

3
,

解得

■■■ λ =
1

3

µ = 1
或

■■■ λ = −1,

µ = −1

3
.
取

■■■ λ = −1

µ = −1

3

得 pi+1−pi =

−1

3
(pi − pi−1). 因为 P1 =

2

3
, P2 =

7

9
,所以 P2 − P1 =

1

9
,

则 {pi+1 − pi} 是首项是
1

9
, 公比是 −1

3
的等比数列, 则

pi+1 − pi =
1

9
× (−1

3
)i−1 = (−1

3
)i+1,则

n∑
i=2

(pi − pi−1) =pi − p1 =
n∑

i=2

(−1

3
)i =

1

12
[1− (−1

3
)i−1],

则 pi =
1

12
[1− (−1

3
)i−1] +

2

3
.

(2) 设 n 次投篮投进球数为 Y , 则 Y ∼ B(n,
1

3
),

E(Y ) =
n

3
. 因为 X = 2Y + (n − Y ) = Y + n, 所以

E(X) = E(Y ) + n =
4

3
n, n 次投篮后甲得分的数学期

望为
4

3
n.

评注 P (Ai)满足条件概率 P (Ai+1|A1, A2, · · · , Ai) =

P (Ai+1|Ai) + P (Ai+1|Ai−1), 结合概率乘法公式的全概率

公式得 (∗)式,从而得到 Pi+1 与 Pi, Pi−1 的递推关系,可构

造等比数列 {pi+1 + λpi}.

五、后记

这道高考题蕴含丰富的知识点和思想方法, 马尔科夫

链、全概率公式、等比数列构造、等比数列求和、数学期望等

重要知识点在这里交汇. 对高考题进行溯源,能透过问题可

以发现其背后的数学原理.
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