
　

与球联姻，切接组合
? 江苏省宜兴中学 　 蒋旭东

与球联姻问题主要涉及到球的组合体问题，包括

与球相关的切、接组合问题，是历年高考命题的热点

之一，也是考生的难点、易失分点．其中内切球是指球

内切多面体与旋转体，解答时首先要找准切点，通过

作截面来解决，特别地，若内切的是多面体，则作截面

时主要抓住多面体过球心的对角面来作；外接球是指

一个多面体的几个顶点都在球面上的问题，解答时关

键是抓住外接的特点，即球心到多面体的顶点的距离

等于球的半径．下面结合实例，就与球联姻的相关组合

类型加以剖析，阐述破解策略，提升解题能力．

１正方体与球的组合问题

例１　（２０２０年高考数学天津卷第５题）若棱长为

槡２　３的正方体的顶点都在同一球面上，则该球的表面
积为（　　）．

Ａ．１２π　　Ｂ．２４π　　Ｃ．３６π　　Ｄ．１４４π
分析：根据题目条件可以确定该球是正方体的外

接球，利用正方体的外接球的直径等于正方体的体对

角线长建立关系式，进而确定球的半径，即可求解球

的表面积．
解析：设球的半径为Ｒ，结合正方体的外接球的

直径等于正方体的体对角线长，则有２Ｒ＝槡３　ａ＝６，可
得Ｒ＝３，所以该球的表面积为Ｓ＝４πＲ２＝３６π．故选Ｃ．

点评：对于正方体与球的组合问题，关键是掌握

以下两点：（１）正方体的外接球的直径等于正方体的

体对角线长；（２）正方体的内切球的直径等于正方体

的棱长．

２长方体与球的组合问题

例２　（２０１７年高考数学全国卷 Ⅱ 文科第１５题）

长方体的长、宽、高分别为３，２，１，其顶点都在球Ｏ 的

球面上，则球Ｏ 的表面积为 ．
分析：根据题目条件可以确定该球是长方体的外

接球，利用长方体的体对角线长是它的外接球的直径

建立关系式，进而确定球的半径，即可求解球的表面

积．
解析：设球Ｏ的半径为Ｒ，利用长方体的外接球的

性质，可得长方体的体对角线长是它的外接球的直

径，则有２Ｒ＝ ３２＋２２＋１槡 ２　＝槡１４，解得Ｒ＝ 槡
１４
２
，

那么球Ｏ 的表面积为Ｓ＝４πＲ２＝１４π．
故填答案：１４π．
点评：对于长方体与球的组合问题中，关键是掌

握以下两点：（１）长方体的外接球的直径等于长方体

的体对角线长；（２）长方体有内切球时，此时长方体就

是特殊的正方体，对应内切球的直径等于正方体的棱

长．

３棱锥与球的组合问题

例３　（２０１９年高考数学全国卷 Ⅰ 理科第１２题）

已知三棱锥Ｐ?ＡＢＣ的四个顶点在球Ｏ的球面上，ＰＡ

＝ＰＢ＝ＰＣ，△ＡＢＣ是边长为２的正三角形，Ｅ，Ｆ分别

是ＰＡ，ＡＢ 的中点，∠ＣＥＦ＝９０°，则球Ｏ 的体积为
（　　）．

Ａ．槡８　６π　　Ｂ．槡４　６π　　Ｃ．槡２　６π　　Ｄ．槡６π
分析：根据题目条件可以确定该球是三棱锥的外

接球，利用条件三棱锥Ｐ?ＡＢＣ补形成对应的正方体，

转化为正方体外接球即为三棱锥的外接球，合理转

图１

化，巧妙应用．
解析：设ＰＡ＝ＰＢ＝ＰＣ

＝２ｘ，而Ｅ，Ｆ分别是ＰＡ，ＡＢ
的中点，则有ＥＦ ∥ＰＢ，且

ＥＦ＝
１
２
ＰＢ＝ｘ．又 △ＡＢＣ是

边长为２的正三角形，可得

ＣＦ＝槡３，又 ∠ＣＥＦ＝９０°，可

得ＣＥ＝ ３－ｘ槡 ２．在 △ＡＥＣ 中，由余弦定理，可得

ｃｏｓ∠ＥＡＣ＝
ｘ２＋４－（３－ｘ２）
２×ｘ×２ ＝

２ｘ２＋１
４ｘ

，作ＰＤ ⊥

ＡＣ交ＡＣ于点Ｄ，则Ｄ 为ＡＣ 的中点．在 △ＡＰＤ 中，

０５
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ｃｏｓ∠ＰＡＤ＝
ＡＤ
ＰＡ＝

１
２ｘ
，则有２ｘ

２＋１
４ｘ ＝

１
２ｘ
，整理有２ｘ２

＝１，解得ｘ＝槡
２
２
，则有ＰＡ＝ＰＢ＝ＰＣ＝２ｘ＝槡２．又ＡＢ

＝ＢＣ＝ＡＣ＝２，则知ＰＡ，ＰＢ，ＰＣ两两垂直，把三棱锥

Ｐ?ＡＢＣ补形成对应的正方体，则正方体外接球即为

三棱锥的外接球，设球 Ｏ 的半径为Ｒ，则有２Ｒ ＝

２＋２　＋槡 ２　＝槡６，解得Ｒ＝槡
６
２
，所以球Ｏ 的体积Ｖ＝

４
３π
Ｒ３　＝槡６π．故选Ｄ．

点评：对于棱锥与球的组合问题中，关键是掌握

以下两点：（１）棱锥的内切球的半径ｒ的求解可以利

用等体积法来解决，即Ｖ棱锥 ＝
１
３
·Ｓ棱锥·ｒ（其中Ｓ棱锥

表示棱锥的表面积），还可以通过几何法来处理；（２）

棱锥的外接球的半径ｒ的求解往往可以利用几何法来

处理．

４棱柱与球的组合问题

例４　（２０１６年高考数学全国卷 Ⅲ 文科第１１题，

理科第１０题）在封闭的直三棱柱ＡＢＣ?Ａ１Ｂ１Ｃ１内有

一个体积为Ｖ的球，若ＡＢ⊥ＢＣ，ＡＢ＝６，ＢＣ＝８，ＡＡ１

＝３，则Ｖ 的最大值是（　　）．

Ａ．４π　　　Ｂ．
９
２π　　　

Ｃ．６π　　　Ｄ．
３２
３π

分析：根据题目条件可以确定该球是直三棱柱

的内切球，利用条件确定直三棱柱的底面三角形的

内切圆半径与高，通过比较数据来确定相切的条件，

进而确定球的半径，为确定球的体积的最大值提供

支持．
解析：由于ＡＢ⊥ＢＣ，ＡＢ＝６，ＢＣ＝８，可得ＡＣ＝

１０，则 △ＡＢＣ 的内切圆半径ｒ＝
６＋８－１０

２ ＝２．又由

ＡＡ１＝３，要使得球的体积Ｖ最大，必须球的半径Ｒ最

大，对比以上数据，可知该球与上下底面均相切，则有

Ｒ＝
１
２
ＡＡ１＝

３
２
，此时球的体积为Ｖ＝

４
３π
Ｒ３＝

９
２π
．故

选Ｂ．
点评：对于棱柱与球的组合问题中，关键是掌握

以下两点：（１）棱柱的内切球问题中要注意球与棱柱

的哪些面相切，两个平行切面之间的距离就是球的直

径；（２）棱柱的外接球问题中要借助几何法、补形法等

加以综合与应用．

５圆锥与球的组合问题

例５　（２０２０年高考数学全国卷 Ⅲ 文科第１６题，

理科第１５题）已知圆锥的底面半径为１，母线长为３，

则该圆锥内半径最大的球的体积为 ．
分析：根据题目条件可以确定该球是圆锥的内

切球，内切球与圆锥内切时的轴截面三角形所对应

的等面积法来确定圆锥的内切球的半径，也可以利

用勾股定理来转化求解．数形结合，化立体为平面来

处理．

图２

解析：易知该圆锥内半径最

大的球为圆锥的内切球，球与圆

锥内切时的轴截面如图所示，其

中ＢＣ＝２，ＡＢ＝ＡＣ＝３，且Ｍ 为

ＢＣ边上的中点．设内切圆的圆心

为Ｏ，内切圆的半径为ｒ，由于ＡＭ

＝ ３２－１槡 ２　＝ 槡２　２，可得Ｓ△ＡＢＣ ＝
１
２×

２　× 槡２　２　＝ 槡２　２，则有Ｓ△ＡＢＣ ＝

Ｓ△ＡＯＢ ＋Ｓ△ＢＯＣ＋Ｓ△ＡＯＣ＝
１
２
（ＡＢ＋ＢＣ＋ＡＣ）ｒ＝４ｒ　＝

槡２　２，解得ｒ　＝槡
２
２
，所以所求球的体积为Ｖ＝

４
３π
ｒ３　＝

槡２
３π
．

故填答案：槡２
３π
．

点评：对于圆锥与球的组合问题中，关键是掌握

以下两点：（１）圆锥的内切球的半径可以利用球与

圆锥内切时的轴截面所对应的等面积法来求解；

（２）圆锥的外接球问题要注意圆锥的顶点与底面圆

是在球心的同侧还是异侧，有时要分类讨论，不要遗

漏．
解决与球联姻的组合体问题，破解时有规律可遵

循，有方法可掌握，关键是要找准切、接点，通过切、接

点与球心作出截面，转化为圆的切、接问题，化立体几

何为平面几何，进而结合相关的平面几何知识来分析

与处理．同时还要注意，将球化为圆的问题体现了转化

与化归的思想，适当的“割补形状”体现了化整为零、

积零为整的数学思想，体积和表面积都是半径的函数

关系，这又体现了函数思想．Ｆ
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