
　　　

高中数学直观想象能力的培养
———以“三棱锥切接球问题”为例

◎江苏省常熟市中学　钱梦迪

　　摘要：立体几何是高中数学的重点内容，棱锥的内切球和外接球问题又是立体几何的难点之一，掌握有关内
切球和外接球问题的基本求解策略是解决这类问题的关键．
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１问题的提出

几何与代数本是数学中最古老的内容，高中数学
新课程标准中除原有的双基要求外，思维能力的培养
细分到了空间想象、直觉猜想、归纳抽象、符号表示、
运算求解、演绎证明、体系构建等［１］.其中以直观想象
替代原有的空间想象，涉及范围更加广泛，需要对图
形进行描述、分析、理解，从而解决数学问题.立体几何
中棱锥的切接球（如果一个棱锥的所有顶点都在同一
个球面上，那么这个球叫做棱锥的外接球，球体与棱
锥的每个面都相切的球是棱锥的内切球）问题，能够
发展学生的直观想象能力，但是在学习中，因知识点
比较抽象，学生把握不住问题的本质，难以解决.因此
在教学中要给学生介绍一些基础的模型知识，培养学
生类比思想和空间图形平面化的能力来突破立体几

何中的这个难点.

２正三棱锥的内切球与外接球半径

设正三棱锥Ｐ－ＡＢＣ，侧棱长为ａ，底面边长为ｂ，
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图１

（１）求正三棱锥的外接球半径
已知正三棱锥Ｐ－ＡＢＣ，底面

三角形ＡＢＣ 的边长为ｂ，侧棱长
为ａ，ＰＦ⊥面ＡＢＣ，Ｆ 为垂足，求
其外接球半径Ｒ.
第一步：先求出底面外接圆的

半径.Ｆ 为三角形ＡＢＣ 外接圆圆

心，ＢＦ＝
２
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第二步：利用勾股定理求出棱锥的高.如图１，
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第三步：利用Ｒｔ△ＢＯＦ 的勾股定理求出球的半

径.由ＯＢ２＝ＯＦ２＋ＢＦ２，得Ｒ＝
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（２）求正三棱锥的内切球半径

图２

已知三棱锥Ｐ－ＡＢＣ为正三棱
锥，底面三角形ＡＢＣ 的边长为ｂ，
侧棱长为ａ，求其内切球半径ｒ.
第一步：如图２，取ＡＢ 中点

Ｄ，连接ＰＤ，ＣＤ.设点Ｅ，Ｈ 分别
为球与平面ＡＰＤ 和平面ＡＣＤ 的
切点，圆Ｏ 为截面圆.
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３培养学生类比的数学思想

在研究正三棱锥内切球的半径时，可类比三角形
内切圆半径的求解思路：面积分割，三角形的内切圆
圆心到三条边的距离相等，所以三角形的面积等于以
三条边长为底，高为内切圆的半径的三个三角形面积
之和.因此，三棱锥的内切球半径（内切球的球心到三
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棱锥四个面的距离都相等）的求解思路：体积分割，三
棱锥的体积等于以三棱锥的四个面为底面，内切球的
半径为高的四个小三棱锥的体积之和.教学时可利用
ＧｅｏＧｅｂｒａ软件给学生展示（如图３）分割法求内切球
半径的动态过程［２］.

图３

推广到一般：如果多面体有一个内切球，假设内
切球的半径为ｒ，多面体ｎ个面的面积分别为Ｓ１，Ｓ２，
Ｓ３，……，Ｓｎ，连接球心与各个顶点，把多面体分割成
ｎ个棱锥，这ｎ个棱锥的高都是ｒ，那么多面体的体积

Ｖ＝
１
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……＋Ｓｎ（ ）·ｒ.

同样地，研究三棱锥外接球半径时，也可以联想
三角形外接圆半径的求法.在初中我们先是研究直角
三角形外接圆的半径，然后研究钝角三角形、锐角三
角形的外接圆半径，都可以通过构造直角三角形来解
决.类比这一解题思路，我们研究三棱锥外接球的半径
时，也可以通过构造直角三角形来解决［３］.

图４

如图４，底面三角形ＡＢＣ为直
角三角形，球心为Ｏ，ＯＨ ⊥平面
ＡＢＣ，Ｈ 为垂足，设△ＡＢＣ 的外接
圆半 径 为ｒ，则 （２Ｒ）２ ＝ＡＣ２ ＋
ＰＡ２，或Ｒ２＝ｈ２＋ｒ２，ＯＨ＝ｈ.
例１　已知三棱锥Ｐ－ＡＢＣ 的

四个顶点都在球Ｏ 的球面上，若

图５

ＰＡ＝ＡＢ＝２，ＡＣ＝１，∠ＢＡＣ＝
１２０°，且ＰＡ⊥平面ＡＢＣ，求球Ｏ 的
表面积.
解析：如图５，由余弦定理得到

ＢＣ ■＝ ７，由正弦定理得到△ＡＢＣ
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所以球Ｏ 的表面积为Ｓ＝４πＲ２＝
４０π
３ .

这类问题主要是构造直角三角形，由球心向三棱
锥某个面作垂线，垂足为相应三角形外接圆的圆心.外

接圆半径可以通过正弦定理２ｒ＝
ａ
ｓｉｎ　Ａ

＝
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得到，然后利用勾股定理求解.

４用模型解决立体几何问题

利用长方体或者正方体模型来解题，学生的直观
感受更加强烈，能够很快分析出球的球心.长方体、正
方体模型也是学生学习立体几何的基础.
如图６－１与图６－３都是由三个直角三角形和一

个等边三角形构成的三棱锥模型，图６－２是由四个直
角三角形构成的三棱锥模型，图６－４是正四面体.长方
体模型中最常见的是对棱相等的三棱锥模型，长、宽、
高分 别 为 ａ，ｂ，ｃ 的 长 方 体 的 外 接 球 半 径 为

Ｒ＝
ａ２＋ｂ２＋ｃ■ ２

２ .

图６－１　 　　图６－２　　　　图６－３　 　　图６－４

例２　已知四面体ＡＢＣＤ 的三组对棱分别相等，
ＡＢ＝ＣＤ＝ｘ，ＡＤ＝ＢＣ＝ｙ，ＡＣ＝ＢＤ＝ｚ，求该四面
体的外接球半径Ｒ.

图７

解析：构造长方体，如图７.
设长方体的长、宽、高分别是
ａ，ｂ，ｃ，则有
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５结论

总之，立体几何的学习是由浅入深、循序渐进的
过程.在这一过程中，要结合概念和定义进行解题训
练，体会从感知到操作确认、思辨论证、度量计算的过
程，提高学生的直观想象能力.
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