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与球有关的综合问题探究

　

　江苏　陈　敏　张启兆

与球相关的综合问题是近年高考命题的热点之一，而

球与几何体的切、接、截问题是与球相关的综合问题中常见

的题型，从“几何作图”和“分析图形”两个角度考查直观想

象核心素养，考查考生的空间想象能力和推理论证能力，同

时考查数学抽象、逻辑推理、数学建模、数学运算等数学核

心素养，也是考试的难点.下面谈谈与球有关的综合问题的

解题方法与策略.

１.补形法，转化为熟悉模型

全国卷一直注重对球体的考查，尤其是和其他几何体

的组合，涉及切、接、截时相关的计算问题，求解这类问题

时，要善于将问题向熟悉的问题转化，往往可以通过补形将

球体放置在更为特殊的几何体中研究，实现复杂问题简

单化.

与球有关的切、接问题中，有以下常用结论：

（１）设正方体的棱长为ａ，则其外接球（如图１）的直径

为■３　ａ；内切球（如图２）的直径为ａ；与其各棱相切的球（如

图３）的直径为■２　ａ；

对角面

正方体的外接球 球的内接正方体的对角线为球的直径

图１

中截面

正方体的内切球 正方体的棱长为其内切球的直径

图２

中截面

正方体的棱切球 正方体的对角线为球的直径

图３

（２）正四面体的外接球与内切球的半径之比为３:１.

【例１】（长度问题）已知一个四面体ＡＢＣＤ的每个顶点

都在表面积为９π的球面上，且ＡＢ＝ＣＤ＝ａ，ＡＣ＝ＡＤ＝

ＢＣ＝ＢＤ ■＝ ５，求实数ａ的值.
【分析】先画出图形，如图，由题意可知，利用条件直接

求解ａ，难度较大，但此四面体的对棱相等，故该四面体可以

通过补形，补成一个长方体，将四面体的外接球问题转化成

长方体的外接球问题，从而转化为长方体棱长与其外接球

半径之间的关系.设出长方体过一个顶点的三条棱长，由已

知求出三条棱长，则ａ可求.

【解】由题意可知，四面体ＡＢＣＤ的对棱都相等，故该四

面体可以通过补形补成一个长方体，如图所示，设ＡＦ＝ｘ，

ＢＦ＝ｙ，ＣＦ＝ｚ，则有ｘ２＋ｙ２＝ａ２，ｘ２＋ｚ２＝５，ｙ２＋ｚ２＝５，设

球的半径为Ｒ，则有（２Ｒ）２＝ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１２ａ
２＋５，又由于

四面体的外接球的表面积为９π，则球的表面积为Ｓ＝４πＲ２＝

９π，即４Ｒ２＝９，则１２ａ
２＋５＝９，解得ａ ■＝２　２.
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【规律方法】（１）知识储备：球和长方体切、接问题是最

典型的组合体问题，平时多加研究总结，吃透处理这类问题

的方法；

（２）转化意识：当遇到不规则的几何体与球切、接问题

时，多联想发散，不规则的几何体从哪来？通过空间想象，

找到它的源，尝试将其置在规则的几何体中认知，问题便不

难解决；

（３）方法技巧：如果一个三棱锥的三对对棱长度分别相

等，则可将其置于长方体中，使其四个顶点分别位于长方体

的顶点上，六条棱分别位于长方体的六个面对角线上，即

“对棱相等”模型.

【易错提醒】（１）不注重积累，缺乏对常见基本组合体的

认识和研究，让转化无“源”；

（２）没有厘清原组合体的点线面之间的关系，在补形时

张冠李戴，补错形.

【例２】已知三棱锥Ｖ－ＡＢＣ的顶点在底面ＡＢＣ 上的

射影是△ＡＢＣ的外心，ＶＡ＝２，ＡＢ＝ＡＣ＝１，Ｍ 为ＢＣ 中

点，且 ＡＭ ＝ １
２
，则 该 三 棱 锥 的 外 接 球 的 表 面 积

为 .

【分析】首先要根据题意准确作出图形，根据该三棱锥

底面△ＡＢＣ的各边长及中线长特征，将下底面补形成平行

四边形ＡＢＯ１Ｃ，且Ｏ１ 为△ＡＢＣ的外心，三棱锥Ｖ－ＡＢＣ

外接球的球心必在ＶＯ１ 上.

【解】将下底面补形成平行四边形ＡＢＯ１Ｃ，因为ＡＢ＝

ＡＣ＝１，Ｍ 为ＢＣ 中点，且 ＡＭ＝ １２
，所以 Ｏ１Ａ＝Ｏ１Ｂ＝

Ｏ１Ｃ＝１，即Ｏ１ 为△ＡＢＣ的外心，又因为三棱锥Ｖ－ＡＢＣ的

顶点在底面ＡＢＣ上的射影是△ＡＢＣ的外心，则三棱锥外接

球的球心Ｏ必在ＶＯ１ 上.

设ＯＯ１＝ｘ，由题意，ＶＡ＝２，Ｏ１Ａ＝１，则ＶＯ１ ■＝ ３，因为

ＯＶ＝ＯＡ，所以■３－ｘ＝ ｘ２■ ＋１，解得ｘ＝１
■３
，所以外接球的半

径为２
■３
，故该三棱锥的外接球的表面积为４π×

２
■（ ）３

２

＝１６π３ .

【规律方法】（１）补形法适用于特殊的棱锥；

（２）若三棱锥具有三条棱两两垂直或三个平面两两垂

直的特征，应用数学建模，构建“两两垂直”模型，即“墙角”

模型，如图所示，将三棱锥放入伴随长方体中，将棱锥的外

接球转化为长方体的外接球，不用找出球心的具体位置，这

是处理此类问题的简洁途径.也可以推广到直四棱柱；

（３）对于一侧棱垂直于底面且底面是非直角三角形的

四面体的外接球半径问题，可以将四面体补形，补成直四棱

柱（或直六棱柱），使得三棱锥的各个顶点与直四棱柱（或直

六棱柱）的顶点重合，因为它们的外接球相同，故可利用直

四棱柱（或直六棱柱）的外接球半径公式求出三棱锥的外接

球半径.

【易错提醒】注意联系三棱锥的棱长和位置特征，识别

三棱锥类型，找准球的直径和三棱锥关联的棱长，以防

错位.

【教学建议】重视识图、作图和用图，乃至变换图，提升

空间想象能力.球和几何体切、接、截问题，旨在考查学生的

空间想象能力.问题往往始于构图，我们更要借助于图形，

行于识图、通于析图、善于变图、止于用图.要引导学生有意

识地亲自动手作图，提高识图、辨图、画图、用图、变图的能

力.解题时，题目中时常无图，要启发引导学生发挥空间想

象能力，构造出空间图形，甚至于要在大脑中思考、想象，尝

试猜想点、线、面位置关系，然后正确地作出直观图形，进一

步求解问题.

２.空间问题平面化

由于“球”是“圆”在空间概念上的延伸，所以研究球的

性质时，应注意与圆的性质类比.球的轴截面是大圆，它几

乎含有球的全部元素，所以有关球的计算，往往可以作出球

的一个大圆，化“球”为“圆”来解决问题，把空间问题转化为

平面问题.

【例３】（截面问题）（２０２０·新高考Ⅰ卷·１６）已知直四

棱柱ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的棱长均为２，∠ＢＡＤ＝６０°，以Ｄ１

为 球 心，■５ 为 半 径 的 球 面 与 侧 面 ＢＣＣ１Ｂ１ 的 交 线
长为 .

【分析】（１）本题没有给出图形，其实质是要考查学生的

空间想象能力和作图能力，所以要准确画出图形（如图４）；

（２）从目标看，要求弧长问题，关键是如何画出以■５为
半径的球面与侧面ＢＣＣ１Ｂ１ 的交线.球被侧面ＢＣＣ１Ｂ１ 所

截的交线长与球的半径、球心到截面的距离及交线弧所对

小圆圆心角的大小有关，据本题四棱柱的特征，可得侧面

ＢＣＣ１Ｂ１ 与球面的交线是扇形ＥＦＧ的弧︵ＦＧ，再根据弧长公
式可求得结果；

（３）将图４绕棱ＢＣ所在直线顺时针旋转９０°（如图５），
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再瞧瞧，问题变得更“容易”.

【解】如图４，

图４ 图５

取Ｂ１Ｃ１的中点为Ｅ，ＢＢ１的中点为Ｆ，ＣＣ１的中点为Ｇ，

因为∠ＢＡＤ＝６０°，直四棱柱ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的棱

长均为２，

所以△Ｄ１Ｂ１Ｃ１ 为等边三角形，

所以Ｄ１Ｅ ■＝ ３，Ｄ１Ｅ⊥Ｂ１Ｃ１，
又四棱柱ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 为直四棱柱，

所以ＢＢ１⊥平面Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，所以ＢＢ１⊥Ｄ１Ｅ，

因为ＢＢ１∩Ｂ１Ｃ１＝Ｂ１，所以Ｄ１Ｅ⊥侧面Ｂ１Ｃ１ＣＢ，

设Ｐ为侧面Ｂ１Ｃ１ＣＢ与球面的交线上的点，

则Ｄ１Ｅ⊥ＥＰ，

因为球的半径为■５，Ｄ１Ｅ ■＝ ３，

所以｜ＥＰ｜＝ ｜Ｄ１Ｐ｜２－｜Ｄ１Ｅ｜■ ２ ■ ■＝ ５－３＝ ２，

所以侧面Ｂ１Ｃ１ＣＢ与球面的交线上的点到Ｅ的距离为■２，

因为｜ＥＦ｜＝｜ＥＧ｜ ■＝ ２，所以侧面Ｂ１Ｃ１ＣＢ与球面的交

线是扇形ＥＦＧ 的弧︵ＦＧ，

因为∠Ｂ１ＥＦ＝∠Ｃ１ＥＧ＝π４
，所以∠ＦＥＧ＝π２

，

所以根据弧长公式可得︵ＦＧ＝π２ ■× ２＝■２π２ .

故所求交线长为■２π
２ .

【小贴士】横看成岭侧成峰，远近高低各不同，变换角

度，找准适合个人视角习惯的图形，能让问题更“容易”.

【例４】（２０２０·新高考Ⅰ卷·４）如图，日晷是中国古代

用来测定时间的仪器，利用与晷面垂直的晷针投射到晷面

的影子来测定时间.把地球看成一个球（球心记为Ｏ），地球

上一点Ａ 的纬度是指ＯＡ 与地球赤道所在平面所成角，

点Ａ处的水平面是指过点Ａ且与ＯＡ垂直的平面.在点Ａ处

放置一个日晷，若晷面与赤道所在平面平行，点Ａ处的纬度

为北纬４０°，则晷针与点Ａ处的水平面所成角为（　　）

Ａ．２０° Ｂ．４０° Ｃ．５０° Ｄ．９０°

【分析】将题干所涉及的条件在图中“翻译”出来，通过

空间想象将日晷晷针与点Ａ处的水平面所成的角转化成线

线所成的角，进而实现立体问题平面化的目标，再运用平面

几何知识求解.

【解】画出截面图，如图所示，其中ＣＤ 是赤道所在平面

的截线.

ｌ是点Ａ 处的水平面的截线，由题意可得ＯＡ⊥ｌ，ＡＢ

是晷针所在直线.ｍ是晷面的截线，由题意晷面和赤道面平

行，晷针与晷面垂直，

根据平面平行的性质定理可得ｍ∥ＣＤ，

根据线面垂直的定义可得ＡＢ⊥ｍ，

由于∠ＡＯＣ＝４０°，ｍ∥ＣＤ，

所以∠ＯＡＧ＝∠ＡＯＣ＝４０°，

由于∠ＯＡＧ＋∠ＧＡＥ＝∠ＢＡＥ＋∠ＧＡＥ＝９０°，

所以∠ＢＡＥ＝∠ＯＡＧ＝４０°，即晷针与Ａ处的水平面所

成角为∠ＢＡＥ＝４０°，故选Ｂ.

【规律方法】（１）处理与立体几何有关的应用问题时，要

厘清实际背景下的条件，设法用立体几何中的点线面的位

置关系和数量关系来准确刻画，实现数学化目标；

（２）统筹条件，在图中标注出已知条件，寻求条件间的

桥梁，尽量将条件转移至某一平面中处理，进而实现立体问

题平面化，在平面中再进一步解答.

【易错提醒】球和几何体切接问题，在审题上多思考，舍

得花时间，俗语说得好“磨刀不误砍柴工”，厘清问题的来龙

去脉，问题就能解决一大半.

３.找球心（勾股定理法）

【例５】（体积问题）（２０２１·全国甲卷理·１１）已知Ａ，Ｂ，

Ｃ是半径为１的球Ｏ的球面上的三个点，且ＡＣ⊥ＢＣ，ＡＣ＝

ＢＣ＝１，则三棱锥Ｏ－ＡＢＣ的体积为（　　）

Ａ．■２１２ Ｂ．■３１２ Ｃ．■２４ Ｄ．■３４
【分析】先确定所在的截面圆的圆心Ｏ１ 为斜边ＡＢ的

中点，然后在Ｒｔ△ＡＢＣ和 Ｒｔ△ＡＯＯ１ 中，利用勾股定理求

出ＯＯ１，再利用锥体的体积公式即可求解.

【解】如图，因为ＡＣ⊥ＢＣ，ＡＣ＝ＢＣ＝１，所以△ＡＢＣ为

等腰直角三角形，

所以△ＡＢＣ 所在的截面圆的圆心Ｏ１ 为斜边 ＡＢ 的

中点，

ＯＯ１⊥平面ＡＢＣ.
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在Ｒｔ△ＡＢＣ中，ＡＢ＝ ＡＣ２＋ＢＣ■ ２ ■＝ ２，则ＡＯ１＝■２２，

在Ｒｔ△ＡＯＯ１ 中，ＯＯ１＝ ＯＡ２－ＡＯ■ ２
１＝■２２，

所以ＶＯ－ＡＢＣ＝１３Ｓ△ＡＢＣ
·ＯＯ１

＝１３×
１
２×１×１×

■２
２＝
■２
１２
，

故选Ａ.

【规律方法】结论１：正方体或长方体的外接球的球心是

其体对角线的中点.

结论２：正棱柱的外接球的球心是上、下底面中心连线

的中点.

结论３：直三棱柱的外接球的球心是上、下底面三角形

外心连线的中点.

方法技巧：勾股定理法的关键是找球心，球心一定在过

底面的外心与底面垂直的直线上，画出截面图，构造与半径

Ｒ有关的直角三角形.

【教学建议】注重知识的积累，构造模型，提升转化能

力.球和几何体的切、接、截问题看似复杂，实质可以化归与

转化为几种常见模型，平时的学习中，只要我们善于梳理和

积累，掌握各种模型问题的处理策略，便可以以不变应万

变，另外，在处理这类问题时心中时刻要有一种意识，即“降

维”思想，将三维向二维转化，实现立体问题平面化，转化为

平面几何问题来处理.

４.体积分割法

【例６】某四棱锥的底面为正方形，顶点在底面的射影为

正方形中心，该四棱锥内有一个半径为１的球，则该四棱锥

的表面积的最小值是 （　　）

Ａ．１６ Ｂ．８ Ｃ．３２ Ｄ．２４

【分析】由题意知该四棱锥是正四棱锥，在正四棱锥

Ｐ－ＡＢＣＤ中，设底面正方形的边长为２ａ，高为ｈ，由题意可

知半径为１的球是正四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ 的内切球时，该四

棱锥的表面积最小，利用等体积法求出ａ与ｈ的关系，再将

四棱锥的表面积表示成关于ｈ的函数，再由基本不等式

求解即可.

【解】因为四棱锥的底面为正方形，顶点在底面的射影

为正方形中心，所以四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ是正四棱锥.

如图，当半径为１的球是正四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ 的内切

球时，该四棱锥的表面积最小，设正方形ＡＢＣＤ 的边长为

２ａ，ＡＣ∩ＢＤ＝Ｏ，连接ＰＯ，则ＰＯ⊥平面ＡＢＣＤ，所以正四

棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ的高为ＰＯ，设ＰＯ＝ｈ，正四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ

的表面积为Ｓ，

由Ｖ ＝１３
·Ｓ四边形ＡＢＣＤ·ＰＯ

＝１３ ４Ｓ△ＰＡＢ＋Ｓ四边形（ ）ＡＢＣＤ ×１＝１３Ｓ
，

即为１
３×２ａ×２ａ

·ｈ＝ （１３ ４×１２×２ａ× ａ２＋ｈ■ ２ ＋

２ａ×２ ）ａ ×１，

整理可得ａ（ｈ－１）＝ ａ２＋ｈ■ ２，

所以ａ２（ｈ－１）２＝ａ２＋ｈ２，可得ａ２＝ ｈ２
ｈ２－２ｈ

，

正四棱锥Ｐ－ＡＢＣＤ的体积Ｖ＝１３×４ａ
２　ｈ，

则Ｓ＝３Ｖ＝３×１３
·４ａ２　ｈ＝４ａ２　ｈ＝ ４ｈ３

ｈ２－２ｈ＝
４ｈ２
ｈ－２

（ｈ＞２），

设ｔ＝ｈ－２＞０，可得ｈ＝ｔ＋２，

所以Ｓ＝４
（ｔ＋２）２
ｔ

＝４　ｔ＋４ｔ（ ）＋４ ≥４　２　ｔ·４■ ｔ（ ）＋４ ＝３２，

当且仅当ｔ＝４ｔ
，即ｔ＝２，ｈ＝４时，等号成立，则该四棱

锥的表面积的最小值是３２，故选Ｃ.

【规律方法】结论１：内切球球心到多面体各面的距离均

相等，外接球球心到多面体各顶点的距离均相等.

结论２：正多面体的内切球和外接球的球心重合.

结论３：正棱锥的内切球和外接球球心都在高线上，但

不定重合.

方法技巧：体积分割法是求内切球半径的常用方法.

５.解析法

球和几何体的切、接、截问题，重点考查空间想象能力，

涉及点、线、面的位置关系及数量关系，运用综合几何法，将

空间问题平面化，“一作、二证、三求解”的步骤，把角和距离

的计算化归为三角形的边角关系进行求解要求较高，若几

何体相对规则，运用向量坐标法，建立恰当的空间直角坐标

系，化为空间向量的坐标运算求解，便可以以计算代替推

理，降低思维难度.

【例７】（表面积问题）在三棱锥Ｐ－ＡＢＣ中，ＰＡ⊥平面
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ＡＢＣ，∠ＢＡＣ＝１２０°，ＰＡ＝ＡＢ＝ＡＣ＝２，若该三棱锥的顶点

都在同一个球面上，则该球的表面积为 .

【视角１】求该球的表面积，就是要求球的半径，本质是

在空间中找到一点Ｍ，使得点Ｍ 到三棱锥的四个顶点距离

相等，再基于该三棱锥，建立恰当的空间直角坐标系，就能

通过设坐标，根据几何特征建立方程组，方程获解，问题便

迎刃而解.

解法１（解析法）：取该三棱锥的ＢＣ的中点为Ｅ，连接

ＡＥ，则ＡＥ⊥ＢＣ，以点Ｅ为坐标原点，建立如图所示的空间

直角坐标系Ｅ－ｘｙｚ，则Ｂ（０， ■－ ３，０），Ｃ（０，■３，０），

Ａ（－１，０，０），Ｐ（－１，０，２），设球心为 Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ），于是

有ＭＡ＝ＭＢ＝ＭＣ＝ＭＰ，则

（ｘ＋１）２＋ｙ２＋ｚ２＝ｘ２＋（ｙ ■＋ ３）２＋ｚ２，

（ｘ＋１）２＋ｙ２＋ｚ２＝ｘ２＋（ｙ ■－ ３）２＋ｚ２，

（ｘ＋１）２＋ｙ２＋ｚ２＝（ｘ＋１）２＋ｙ２＋（ｚ－２）２
■

■

■ ，

解得

ｘ＝１，

ｙ＝０，

ｚ＝１

■
■

■ ，

所以Ｍ（１，０，１），设球的半径为Ｒ，

则Ｒ２＝２２＋１２＝５，表面积为４πＲ２＝２０π.

【评注】在利用解析法中，关键在于选准坐标系，正确写

出坐标，建立方程.

【视角２】在本题中，如果∠ＢＡＣ＝９０°，那么我们就可以

借鉴上面的第１种方法：补形，将三棱锥补成长方体，将三

棱锥与球的问题转化为长方体与球的问题，但是本题中

∠ＢＡＣ＝１２０°，不方便补成长方体，于是联想到把下底面补

成正六边形，从而把上述三棱锥补成正六棱柱，如图，把三

棱锥与球的问题转化为正六棱柱与球的问题.根据正六棱

柱的对称性，于是得到下面的解法２.

解法２（补形法）：该三棱锥可以通过补形补成一个正六

棱柱，如图所示，

已知∠ＢＡＣ＝１２０°，ＰＡ＝ＡＢ＝ＡＣ＝２，所以该三棱锥

的外接球即为该六棱柱的外接球，因为六棱柱的外接球的

直径为２Ｒ＝ ４２＋２■ ２ ■＝２　５，Ｒ ■＝ ５，所以该球的表面积为

４πＲ２＝２０π，则四面体的外接球即为正六棱柱的外接球.

【视角３】找球心，设球心为 Ｍ，由于球心 Ｍ 到△ＡＢＣ

的三个顶点的距离相等，且在△ＡＢＣ中的投影是这个三角

形的外心，于是先找△ＡＢＣ的外心Ｏ，而球心在过△ＡＢＣ

的外心Ｏ 且垂直于△ＡＢＣ 的竖直线上，因为ＰＡ⊥平面

ＡＢＣ，且Ｍ 到Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｐ 的距离相等，即 ＭＣ＝ＭＰ，于是

ＭＯ＝１２ＰＡ＝１
，ＭＡ＝ ＭＯ２＋ＯＡ■ ２ ■＝ ５，从而得到球的

半径.

解法３（找球心）：如图以ＡＢ和ＡＣ 为邻边作平行四边

形ＡＢＯＣ，由∠ＢＡＣ＝１２０°，ＡＢ＝ＡＣ＝２，所以ＯＢ＝ＯＡ＝

ＯＣ＝２，过Ｏ 作ＯＭ⊥平面ＡＢＣ，且ＯＭ＝１，此时 ＭＡ＝

ＭＰ＝ ＭＯ２＋ＯＡ■ ２ ■＝ ５，又ＭＢ＝ＭＣ ■＝ ５，所以该三棱锥

的外接球的半径为■５，其表面积为４πＲ２＝２０π.

【评注】本题探究了三种方法：解析法，补形法（转化为

特殊的几何体与球相接问题），找球心（转化为平面图形问

题处理），通过上述几种方法比较，我们可以选择、优化解决

立体几何中特别是几何体的接切问题的方法.

【规律方法】利用向量法求解球和几何体切接问题时：

（１）选好基底或建立空间直角坐标系是后续解题的

前提；

（２）多从方程结构把握方程特征，注意整体思想化简和

求解方程.

【易错提醒】因点、线、面位置关系不够清晰，导致空间

点的坐标出错.

【教学建议】发散思维，多方认知，优化解法，提高解题

能力.处理球和几何体切、接、截问题的核心在于将立体问

题转化为平面问题，在具体求解时，首先可以放眼整体观

察，将问题置在“大背景（补形）”下认识，有了“靠山”就容易

求解了；其次，当问题要求空间想象能力相对较高，不易联

系各种条件时，可以考虑可否放在空间直角坐标系下处理，

化立体中的推理过程为代数运算过程，平时要从不同角度

解决问题，积累经验，以便在解决新问题时，根据具体条件

因地制宜，灵活选择使用方法，提高解题能力.

（作者单位：无锡市第六高级中学

无锡市青山高级中学）


