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２０２ １ 年新高考模拟演练第 ７ 题的解法探究和拓展变式

孙 婷 婷

（ 湖北 省水 果 湖 高 级 中学 ， ４ ３ ０ ０ ７ １ ）

２ ０ ２ １ 年 １ 月 底 ， 湖北 、 湖 南 、 广 东 、 重庆 、 江苏 、河

北 、 辽 宁 、福 建八省 市 高三学生参加 了 由 教育部考试

中心统一命题 的 ２ ０ ２ １ 年普 通 高等学 校招生全 国 统

一考试模拟演练 （ 简 称
‘ ‘

八省联考
”

） ， 目 的是让学生

熟悉新高考 的试卷结构和 主要题型 ．

２ ０ ２ １ 年 １ 月
“

八省联考
”

数学试题第 ７ 题为 ：

题 １已 知抛物 线 ／
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，
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这道试题具有一定 的综合性 ， 考查 了 直线 、 圆 和

抛物线 的方程及几何性质 ， 考查 了直线 与直线 、 直线

与 圆 、 圆 与抛物线 的位置关系 ， 考查 了 学生 的逻辑推

理和数学运 算 等核心 素养 ． 笔者分析 了试题的 解法 ，

并对该试题进行 了 拓展研究 ，得到 了一些结果 ， 介绍

如下 ．

一

、 解法探 究

因 为点 Ａ （ ２ ， ２ ） 在抛物线 上 ， 所 以 ２
２

＝ ４ ＞ ， 解得

Ｐ
＝＝１

， 故抛物线 的方程为 ／
＝

２ｘ ．

根据题设条件 ， 从不 同 的 角 度进行思考 ， 可 以得

到 多种解法 ．

解 法 １设过点 Ａ 且 与 圆ｋ 

—

２ ）

２

＋ ｙ
＝１ 相

切 的切线方程为 ｙ

—

２＝Ｈｉ 

—

２ ） ， 即 ｆｃｒ
—

；ｙ 
＋ ２ 

—

２ 々
＝

０
， 则 圆 心 ｉＷ （ ２ ， ０ ） 到 切 线 的 距 离 ｄ＝

｜

２ 々
一

０ 十 ２

—

２红 ＝
１ ， 解俱 左

＝ ＋万 ．

ＶＰＴＴ

可得直线 ＡＢ 、ＡＣ 的方程为
；ｙ

—

２
＝ ２ ） ，

：ｙ

一

２
＝
—＃ （ｘ

—

２ ） ，分别与抛物线方程 父
＝

２ ：ｃ 联立 ，

可 ｆ ５ｆ 
￡ （
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—

４诉２ ＼／３
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）
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于是可得直线 ＢＣ 的斜率为

—

２＋６
—

２ ｙ［Ｚ
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所 以 直线 ＢＣ 的方程 为 ＾ 

２＃
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—

６
＝
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｜
（ｘ
—

＃￥ ） ， 即３ｘ＋ ６
：ｙ
十 ４

＝
０

， 故选Ｂ ．

图 １

解法 ２如 图 １ ， 圆 （ ｘ
—

２ ）

２

＋ ｙ
＝

１ 的 圆 心 为

ｉＷ （ ２ ， ０ ） ， 半 径 为１ ， 则ＡＭ＝２ ， ＡＭ丄ｊ： 轴 ，

ｓ ｉ ｎＺ ＾ ， 所 以Ｚ ＢＡＭ
＝

｜ ， 所 以 直线
ＡＢ

Ｌ 〇

的 倾斜角 为
ｆ

， 故直线 ＡＢ 的方程为 ｙ

—

２
＝＃ （ｘ

—

２ ） ． 由 对称性知直线 ＡＣ 的方程为 ＾ ２

２ ） ． 下 同解法 １ ．

解法 ３同 解 法 ２
， 可 得直线 的 倾斜 角 为

ｆ
， 由 对称性知直线 ＡＣ 的倾斜角 为

设誓
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警
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尺 技
？
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于是直线 ＢＣ 的方程 为 ＝
—
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￥
） ，

化简得 ３ ：ｃ ＋６
ｊｙ ＋ ４

＝
０ ， 故选 Ｂ

．

评注解法 １ 和解法 ２ 都是常规解法 ， 先求 出
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两切线 的方程 ， 与楠 圆方程联立计算 出 Ｂ
、 Ｃ 两点 的

坐标 ， 进而求 出 直线 ＢＣ 的方程 ． 解法 １ 由 圆 心 Ｍ 到

切线 ＡＢ 、ＡＣ 的距离 等于 圆 的半径 ， 求得直线 ＡＢ 、

ＡＣ 的斜率 ； 解法 ２ 结合 图形 ， 先求 出 直线 的倾斜角

再求斜率 ？ 解法 ３ 没有直接求 Ｂ 、 Ｃ 两点 的坐标 ， 而是

利 用 ：Ｖ ｉ
＋Ａ

＝
４ 这一结果求直线 ＢＣ 的斜率 ． 这几

种解法 的计算量较大 ， 很多学生 因 为运算错误导致

失分 ．

解法４设 ■Ｂｈ ， ％ 
） ，
Ｃ （ ：ｃ

２ ， ＞
？

２ ） ， 则＝
２ａ ，

ｙ ！
＝２ｘ

ｚ
．

因 为 匕 ＝
％
—

２
＝

Ｏ

ｙ
－

２
＾ ｉ
＋ ２

， 所 以直

线 ＡＢ 的方程为 ＾
； ２＝—＾ （ ｘ

—

２ ） ， 即
＾ ｉ
＋ ２

２ｘ

—

（ ３
＾

１＋２ ） ｙ
＋２ ｙ ｘ

￣０ ．

由 于直线 ＡＢ 与 圆 （ １ ２ ）

２

＋ｙ
＝

１ 相切 ， 圆心

Ｍ （ ２ ， ０ ） 到 首线 ＡＢ 的 的 距离
２ Ｘ ２＋ ２＾ 丨

＝
１ ．

＼
／ ２

２

＋（ ３
；

！＋ ２ ）

２

整理得３ ＾
；

？＋ １ ２％＋ ８
＝

０
， 故３ Ｘ ！＋ ６

３＾＋ ４
＝

０ ， 即

点 Ｂ 在直线 ３ ：ｒ＋６
：ｙ＋ ４

＝
０ 上 ．

同理可得点 Ｃ 在直线 ３ｘ＋６
： ｙ

；

＋ ４
＝

０ 上 ．

因 此 ， 直线 ＞ＢＣ 的方程 为 ３ ＿３： ＋ ６ ３
＾
＋ ４

＝
０

，故选

解 法 ５同 解 法 ２
， 可 得 直 线 ＡＢ 的 倾斜 角

设 识工
丨

， ％
） ， 则 ａ

＝￣

？ 由 々仙
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＋ ２
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＝
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是有
３

：ｙ ？＋ １ ２％＋ ８＝０
， 故

３ ：Ｃ
ｉ＋ ６％＋ ４＝０

， 即点

？Ｂ
在直线３ ；ｃ ＋ ６

；ｙ ＋４
＝

０上 ．

同理可得点 Ｃ 在直线 ３ ＞ｒ ＋６
；ｙ
＋４

＝
０ 上 ．

因此 ， 直线 ＢＣ 的方程为 ３ ：ｃ ＋ ６
：ｙ 
＋ ４

＝

０
， 故选

Ｂ
．

评注 这两种解法结合 图形 的特征 ， 从方程思

想和 同构视角 出 发 ， 设而不求 ， 大大减少 了 计算量 ，

快速得 出 正确 的答案 ， 但对思维 的要求较高 ．

二 、拓展变式

由 解法 ３ 可知 ： ＾ｃ
＝

 ？

一般地 ，设 Ｂ Ｃｘ＂

＾ １＋ ｙ ｚ

Ｍ ） ，
Ｃ （ ：ｃ

２ ，
：ｙ ２ ） 是抛物线３

／＝＞０ ） 上 的 两

点 ， 则 可得 々 ｓｃ
＝￣

２

１ ■

＾ １
＋ ＾ ２

将条件一般化 ， 采用前文的方法 ， 可 以证 明如下

结论 ： 已 知 乂 （々 ，
：＾ 。 ） ，仏 （： 为抛物线 ３

／

２
＝

２扠 （ 声 ＞

０ ） 上 三点 ， 若直线 ＡＢ
、ＡＣ 的倾斜角 互补 ， 则 直线

ＢＣ 的斜率为定值 ， 即 ＝

ｙ 〇

题 １ 中 ， 圆 （ ｚ

—

２ ）

２

＋ｙ
＝

１ 的 圆心为 ＪＶｆ （ ２ ，
０ ） ，

ＡＭ 丄 ｘ 轴 ， 去掉这一特殊条件 ， 考虑下面 的变式 １ ．

变式 １已 知抛物线 父 ＝
２ ＿ｒ 上三点 Ａ （ ２ ，

２ ） ，

Ｂ
， Ｃ ， 直线 

ＡＢ
，
ＡＣ是 圆 （ ｘ ｒ ）

２

＋ ｙ
２

＝
ｌ （ ？ ｅＲ ） 的

两条切线 ， 求直线 ＢＣ 的方程 ．

解 设 ，
》ｉ ） ， Ｃ （

＾

－

， ｎ ） ， ｍ＃
７２ ， 则可得 是 〇；

＝ ＾― ， 直线 ＢＣ 的方程 为 ｙ
—

？＝
＾－

（ ｘ
－

ｍ ＼ ｎｍ ＋ ｎ

了
） ， 艮 Ｐ２ ：ｃ 

—

（ ｍ ＋ ｎ ＞ ３
＞

＋ ｍｎ
—

０
．

同理可得 ： 直线 ＡＢ
， ＡＣ 的方程分别为 ２ ：ｒ （ ｗ

＼ ２ ） ｙ
－

＼ ２ｍ＝０
，
２ｘ
—

（ ｎ＋ ２ ） ｙ
＋２ ｎ

＝
０ ．

因 为直线 ＡＢ 与 圆 （ Ｘ

—

ｉ ）

２

＋ ｙ
＝

１ 相切 ， 圆心

Ｍ （ ｒ ， ０ ） 到直线 ＡＢ 的 的 距离一Ｊ￣＾ 
＋２ｍ Ｉ＝１

，

整理得

３ｍ
２

＋（ ８ ？

—

４ ） ｍ＋ ４ ｆ

２—
８＝０ ．

又 因为直线 ａｃ 与 圆ｕ

— ｏ
２

＋ ｙ
＝ｉ 相切 ， 同

理可得３ ？
２

＋（ ８ ｆ  ４ ） ｎ＋ ４ ？

２＿
８＝０

．

所 以 ｍ
，
／２ 是关于 ：ｒ 的方程 ３ｘ

２

＋ （ ８ ｚ 

—

４ ） ｘ
＋ 

４ ｆ

２

一

８＝０ 的两根 ， 由 韦 达定理可得

代入可得直线 ＢＣ 的方程为 ３ ：ｃ＋ （ ４ ｚ 

—

２ ）
：ｙ 

＋ 
２ ｆ

２

－

４＝０
．

评注当 ｔ
＝

２ 时 ， 直线 ＢＣ 的方程为 ３ｘ＋ ６ｙ

＋ ４
＝

０
， 即为题 １ 的答案 ．

改变题设条件 ， 还可 以考虑下面 的变式 ２
：

变式 ２已 知 抛 物 线 ／＝２ ：ｒ 上 三 点 Ａ Ｏ 。 ，

＞ ） ，队 （： ， 直线 仙 ，
八 （： 是圆 （ ： ！ ：

一

２ ）

２

＋ ３
／

２

＝１ 的两

条切线 ， 求直线 ＢＣ 的方程 ．

解 设 
Ｂ

（

号
￣

， ７７２ ） ，
〇 （

＾
， 《 ） ，

》１ ＾ ：
７１ ， 则 可得 是 ０［ ；

ｍ ＋  ７２

， 直线 ＢＣ 的 方程 为 ｙ
—

ｎ

ｍ ＋ｎ

ｉｘ

－

） ， 艮 Ｐ２ ：ｃ
—

（ ｍ ＋ｎ ） ｙ
＋  ｉ ０ ．

同理可得 ： 直线 ＡＢ
，
ＡＣ 的方程分别为 ２ ：ｒ 

—

（ｍ

＋
＞ 〇 ）

：Ｖ ＋ ｍ３
；

０
＝０

，
２ｘ

—

（ ／７＋
３

；

０
） ＾
＋  ？２

３
；

０
＝
〇 ■

因 为直线 ＡＢ 与 圆 （ ｘ

—

２ ）

２

＋／
＝

１ 相切 ， 圆心
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Ｍ （ ２ ， ０ ） 到 直 线 ＡＢ 的 的距 离
４

－＾

ｒ ｍｙ ｏ

＾／２
２

 Ｃ ｍ＋
 ，ｙ 〇 ）

２

１ ， 整理得

｛ ｙ ｌ
—

＼ ） ｍ
２

６
３

／

０ ｍ ｈ１ ２
＞

？

〇
—０ ．

又 因 为直线 ＡＣ 与 圆 （ ：ｒ ２ ）

２

＋ ＞
２
＝１ 相切 ， 同

理可得 （Ｗ

—

１ ） ｗ
２

＋６
ｊｙ 。 ｎ＋１ ２ ％

＝〇

又 ｍ
７

＾
 ７７ ， 所 以 ／Ｗ ， Ｗ 是关于 ＪＴ 的方程 （Ｗ

＿

１ ） Ｊ：

２

＋６ ３＾ 

ｊ： 十 １ ２
—

３
；

纟

＝
０ 的两根 ， 由 韦 达定理可得

 ６＞ １ ２

—

ｙ ｌ

ｍ ＼ ｎ
＝ 

５



 ， ７ｎ／７
＝—

＾
．

ｙ ｌ
—

１ｙ ｌ １

代人可得直线 ＢＣ 的方程为 ２ （Ｗ

—

ｌ ） ｘ＋ ６ ＞^

＋１ ２
ｙ ｌ

＝０ ．

评 注 当 ＞
＝

２ 时 ， 直线 ＢＣ 的方程为 ３ ：ｒ ＋ ６ｙ

＋４
＝

０ ， 即 为题 １ 的答案 ．

更一般地 ， 可 以考虑下 面 的变式 ３
：

变式 ３已 知 抛物线 ／＝２ ＿ｒ 上 三 点 Ａ （ ｘ 。 ，

＞ 
） ，

＿Ｂ
，
Ｃ ， 直线

ＡＢ
，
ＡＣ

是 圆 （ ｊｒ  ａ ）

２

＋ｙ
＝

ｒ
２

（ ａ 〉

ｒ ＞０ ） 的两条切线 ， 求直线 ＢＣ 的方程 ．

解 设 ， ／７２ ） ， Ｃ （

ｌ
， Ｗ ） ， ／７２尹Ｗ ， 则可得 是 ｂｔ

， 直线 ＢＣ 的 方程 为 ｙ ｎ
 ？ Ｊ＝ＬＭ Ｊｙ ｖ 工 乂 ； ； 彳

？ ＊



ｍ ＼ ｎｍ
－

Ｔｎ

＾
－

） ， 艮Ｐ２ ＞ｒ
——

（ ？ｗ＋ｗ ） ３
；＋＝

０ ．

（ ｘ

同理可得 ： 直线 ＡＢ ， ＡＣ 的方程分别 为 ２ ：ｒ
—

（ ｍ

＋
 ：ｙ 〇 ）

＿ｙ
＋ 讲

：ｙ 〇
＝
〇 ， ２工

一

（ 《＋ ）
：ｙ
＋

叮 。

＝ ０ ？

因 为直线 仙 与 圆 Ｕ

—

ａ ）

２

＋ ／
＝
ｒ

２

相切 ， 圆

心 ＪＶＴ （ ａ ，
０ ） 到 直线 ＡＢ 的 的 距 离＾－

２ ａ＋ ／＾ ° １

■Ｊ２
Ｚ

＋（
． ｍ＋

＞
＞

〇 ）

２

＝
ｒ ， 整理得

（ ＞ 〇

—

ｒ
２

）ｗ
２

＋ ２ ＞ 〇 （
２ａ  ｒ

２

） ｗｚ ＋ ４ ａ
２

４ ｒ
２—

ｒ
２

ｙ ｌ

＝ ０ ．

又 因 为直线 ＡＣ 与 圆 （ ｘ

—

？ ）

２

＋ ｙ
２＝ ｒ

＊
２

相切 ，

同理可得

（
． ｙ ｌ

一

ｒ
２

 ） ｗ
２

＋ ２ｙ 〇（
２ａ  ｒ

ｚ

） ｎ ＋ ４ ａ
２

４ ｒ
ｚ一

ｒ
２

ｙ 〇

０

又 ， 所 以 是关于ｉ 的方程 （Ｗ
—

ｒ
２

） ：ｒ

２

＋２
；ｙ 。

（ ２ ａ

—

ｒ
２

） ：ｒ ＋ ４ ａ
２

４ ｒ
２

ｒ
２

％
＝ ０的两根 ， 由

—

２ ｙ ０ （
２ａ

一

ｒ
２

）

韦 达 定 理 可 得 ｗ


４ａ

２－
４ ｒ

２
ｒ

２

ｙ ｌ

ｙ ｌ
—

ｒ
２

， ｍｎ

代人 可 得 直 线 ＢＣ 的 方 程 为 ２ （ Ｗ
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评 注当 ３＾
＝
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， 广
＝

１ 时 ， 直线 ６（７ 的

方程为 ３ｘ ＋ ６ ｊ ＋ ４＝０ ， 即 为题 １ 的答案 ．

题 １ 中 ， 直线 ＡＢ ，
ＡＣ 都是 圆 （ ：ｒ

—

２ ）

２

＋ ｙ
＝
１

的 切线 ，但直线 ＢＣ 不是 圆 （ ：ｒ
—

２ ）

２

＋ ｙ＝１ 的切

线 ． 能否改变条件 ， 使得 ＳＣ 也是 圆 的 切 线 呢 ？考虑

下面的变式 ４ 和变式 ５ ．
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＋ ｙ
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以 圆 心 Ｍ （ ２ ， ０ ） 到 直 线 ＢＣ 的 的 距 离

４ ＋ 咖 ｜＝
ｒ ， 故

Ｖ
＾

２
２

＋Ｃ ｍ＋ｎ ）
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（ ｗ

＋２ ）
ｊｙ
＋２ｍ＝０ ， ２ｘ

—
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２
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２

＝
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ｒ

２
＝

６ ＋ ２ＶＳ

＂

（舍去 ） 或 
ｒ

２

＝
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—

２＾
＂
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０

故ｒ
＝ ｉ ．

变式 ５已 知 ／Ｕ ＿ｒ ？ ， ＞ ） Ｕ 。 关 ２ ） 为抛物线 ／

＝
２ ；ｒ 上一点 ， 过点 Ａ 作 圆 ｉＷ

 ： ４ ）

２

＋
ｙ

＝４ 的

两条切线 ＡＢ
，
ＡＣ （ Ｂ ，

Ｃ 为切点 ） ， 则直线 也是 圆

Ｍ 的切线 ．

（ 下 转封 四 ）



开展第二十一届中学生数学论文竞赛的公告

２ ０ ０ １ 年至今 ， 我刊 已开展 了二十届 中 学生 数学论文竞赛 ， 得 到 了 广大 中 学 师生 的 广泛关注 ， 参赛论

文 中不乏优秀之作 ， 部分获奖论文 已 在我 刊
“

学生论坛
”

栏 目 刊 出 。 为 了 反映学生 的学 习 成果 ， 鼓励学生

的 创新意识 ， 支持 中学生数学论文写作这一活动 ， 我刊今年继续开展第二十一届 中学生数学论文竞赛 ， 具

体事项安排如下 。

１ ． 选题范 围

（
１

）
学 习 心得 围绕 中 学数学教材 中某一节 、 某一课或者某一题谈谈 自 己 的学 习 体会 ， 用具体的素材

反 映 自 己 在学 习过程 中 的心路历程 。

（
２

）
研究成 果 以教材 中 的 知识点为基础 ， 通过类 比 、 推广 、 想象等思维活动得到 的

“

源于课本而又

高 于课本
”

的
“

新成果
”

。

（
３

） 数学应 用 用所掌握 的数学 知识解决现实生 活 中 的 实 际 问 题 ， 文章要有现实背景 材料 、 具体数

据 、 数学模型 、 解答过程和实际结果 。

（
４

） 问 题争 鸣 对一个 问 题与众不 同 的理解 ， 对 一道试题与众不 同 的解法 ， 对某些 知 识 的 争 鸣 与辨

析等 。

２ ． 写 作 要 求

（
１

）
基本要求 主题明确 ， 重点 突 出 ， 内容精炼 （ 以 不超过 ３ ０ ０ ０ 字为宜 ） ， 表达准确 流畅 。

（
２

） 读者定位 文章要有新意 ， 所涉及 的知识和方法适合 中学生 阅读 。

（
３

） 鼓励 导 向 欢迎不落俗套的 短文 ， 以培养创新意识为宗 旨 ， 鼓励 内 容和表达方式方面的创新 。

３ ． 注意 事项

（ １ ） 参赛论文可 以是手写稿 ， 也可 以是打印稿 ， 要求字迹工整 ， 图 形正确 。

（ ２ ） 请在论文首页注 明 以 下基本情况 ： 姓名 ， 学校 ， 年级 ， 邮政编码 ， 指导老师 ， 联系 电话 。

（ ３ ） 参赛论文务必于 ２ ０ ２ １ 年 １ ２ 月 １ ０ 日 前发送到 邮箱 ｓｈｘｔ ｘｘｕ ｅ ｓｈ＠ １ ６ ３ ． ｃｏｍ ， 纸质稿件通 过 邮局 邮

寄到
“

４ ３ ０ ０ ７ ９ ， 湖北武汉华 中师范大学 《 数学通讯 》 编辑部
”

， 并在信封上注 明
“

中学生论文竞赛
”

字样 。

４ ． 评 奖事宜

本次 中 学生数学论文竞赛 由 本刊相关编委组成评委会 ， 评 出 特等奖 ３
？

８ 名 ，

一等奖 ３ ０
？

６ ０ 名 ，
二等

奖若干名 ， 获奖名 单将在本刊 和本刊 网站公布 ， 部分优秀获奖论文将安排在本刊刊 出 。 向 获奖者颁发获奖

证书 ， 向 指导教师颁发优秀指导教师证书 ， 领取证书 时将适 当 收取工本费和 邮寄费用 。

欢迎广大 中学生积极参赛 ， 也欢迎广大数学老师组织学生参赛 。

《 数学通讯 》 编辑部

（上接 第 ２ ８ 页 ）
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