
　

用思维导图解答压轴题 从通法到秒杀讲课比赛获奖作品系列之六

设线设点方法异，同构方程显本质
———２０２１年全国甲卷理科第２０题的探究及推广

◉ 四川省双流中学 　 文卫星数学生态课堂基地 　 赵一凡

摘 要：近两年解析几何中考查同结构方程组成为热点，本文 用 两 种 方 法 解 答２０２１年 全 国 甲 卷 理

科第２０题都应用了同结构方程组，这种方法可以溯源到教材圆与方程的课后习 题，而 且 这 道 考 题 也 可

以进行推广．
关键词：直线；圆；抛物线；同结构方程组；韦达定理

１引言

２０２１年全国甲卷理科第２０题是一道解析几何解

答题，考 生 们 认 为 有 难 度，甚 至 影 响 了 整 个 高 考 数 学

学科的发挥．事实上，这道考题从题设到解法都类似于

２０１９年全国 Ⅲ 卷理科数学第２１题，并且这道考题可

以溯源为一道圆与方程的课 后 习 题，该 习 题 即 求 圆 的

切点弦所在直线方程．我 们 将 用 两 种 方 法 来 解 答 这 道

考题，其 中 一 种 方 法 通 过 设 直 线 的 方 程 入 手，另 一 种

方法通过设点的坐标入手，但 是 两 种 方 法 都 运 用 了 同

结构方程 组 观 点，将 方 程 组 概 括 为 一 个 二 次 方 程，进

而使用韦达定理整体代入．这道考题的数据比较简单，

可以将其推广到更一般的情形．

２试题解析

２．１原题再现

抛物线Ｃ的顶点为坐标原点Ｏ，焦点在ｘ轴上，直
线ｌ：ｘ＝１交Ｃ 于Ｐ，Ｑ 两 点，且ＯＰ ⊥ＯＱ．已 知 点

Ｍ（２，０），且 ⊙Ｍ 与ｌ相切．
（１）求抛物线Ｃ与 ⊙Ｍ 的方程；
（２）设Ａ１，Ａ２，Ａ３ 是Ｃ上的三个 点，直 线Ａ１Ａ２，

Ａ１Ａ３ 均与 ⊙Ｍ 相切，判断直线Ａ２Ａ３ 与 ⊙Ｍ 的位置

关系，并说明理由．

２．２解法思维导图

分析：本 题 第（２）小 题 有 一 定 难 度，涉 及 直 线 与

圆、直线与抛物线的位置关系的判断与应用．可以通过

设直线的 斜 截 式 方 程 入 手，得 到 本 文 的 通 法；也 可 以

通过设抛物线上的点Ａ１，Ａ２，Ａ３ 的 坐 标 入 手，得 到 本

文 的 秒 杀 法，并 且 坐 标 既 可 以 设 为 普 通 形 式，如

图１

Ａ１（ｘ１，ｙ１），又 可 以

设 为 参 数 形 式，如

Ａ１（ｔ２１，ｔ１）．
由 前 面 的 分 析，

可得 如 图１所 示 的 本

题解题的思维导图．

２．３通法解答

解：（１）易 得Ｃ：

ｙ２＝ｘ，⊙Ｍ：（ｘ－２）２

＋ｙ２＝１．
（２）通法．
设 点Ａ１（ｘ１，ｙ１），

Ａ２（ｘ２，ｙ２），Ａ３（ｘ３，

ｙ３）．
情 形 一，当 直 线

Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 的 斜 率

不都 存 在 时，可 以 验

证直线Ａ２Ａ３ 与圆Ｍ 相切．

⊙Ｍ 有且只 有 两 条 斜 率 不 存 在 的 切 线，即ｘ＝１
和ｘ＝３．

所以，不妨设Ａ１Ａ２：ｘ＝１，Ａ１（１，１），此时Ａ２，Ａ３

中恰有一个存在，另一个不存在，不合题意；

或者设Ａ１Ａ２：ｘ＝３，不妨Ａ１（３，■３），此时Ａ２，Ａ３

分别为（０，０），（３，－■３），即Ａ２Ａ３：ｘ＋■３　ｙ＝０，圆心

Ｍ（２，０）到直线Ａ２Ａ３ 的距离ｄ＝
２
１　＋■ ３

＝１，等于半

径，即直线Ａ２Ａ３ 与圆Ｍ 相切．
情形 二，当 直 线Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 的 斜 率 都 存 在，但

Ａ２Ａ３ 的斜率不存在时，由抛物线以及圆的对称性，知

４２

命题
考试 试题研究　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２２年３月 上半月



　

Ａ１（０，０），此时直线Ａ２Ａ３：ｘ＝３，与圆Ｍ 相切．
情形三，当 直 线Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３，Ａ２Ａ３ 的 斜 率 都 存

在时，分别设为ｋ３，ｋ２，ｋ１（ｋ３，ｋ２，ｋ１ 均不等于０），此时

ｙ１，ｙ２，ｙ３ 任意两者之和不等于０，并且由情形一、情形

二知，还需ｙ１ ≠±１，且ｙ１ ≠０．同时，设圆心Ｍ（２，０）

到这三条直线的距离分别为ｄ３，ｄ２，ｄ１．

图２

设代 表 直 线ｌ０：ｙ＝ｋｘ＋
ｍ（ｋ≠０）．

联 立
ｙ＝ｋｘ＋ｍ，

ｙ２＝ｘ．｛ 消 去

ｘ，得ｋｙ２－ｙ＋ｍ＝０，当Δ＞０
时，由 韦 达 定 理 得 方 程 的 两 根

之和为
１
ｋ
，两根之积为

ｍ
ｋ．

对于直线Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３，Ａ２Ａ３，有

ｙ２＋ｙ３＝
１
ｋ１
，ｙ２ｙ３＝

ｍ１

ｋ１
，

即ｋ１＝
１

ｙ２＋ｙ３
，ｍ１＝

ｙ２ｙ３
ｙ２＋ｙ３

； ①

ｙ１＋ｙ３＝
１
ｋ２
，ｙ１ｙ３＝

ｍ２

ｋ２
，

即ｋ２＝
１

ｙ１＋ｙ３
，ｍ２＝

ｙ１ｙ３
ｙ１＋ｙ３

； ②

ｙ１＋ｙ２＝
１
ｋ３
，ｙ１ｙ２＝

ｍ３

ｋ３
，

即ｋ３＝
１

ｙ１＋ｙ２
，ｍ３＝

ｙ１ｙ２
ｙ１＋ｙ２

． ③

若点Ｍ（２，０）到直线ｌ０ 的距 离ｄ＝
２ｋ＋ｍ
１＋ｋ■ ２

＝

１，则３ｋ２＋４ｋｍ＋ｍ２－１＝０．
因为直线Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 与圆Ｍ 相切，所以

３ｋ２２＋４ｋ２ｍ２＋ｍ２
２－１＝０， ④

３ｋ２３＋４ｋ３ｍ３＋ｍ２
３－１＝０． ⑤

把 ② 代入 ④，消去ｋ２，ｍ２，得

（ｙ２１－１）ｙ２３＋２ｙ１ｙ３＋３－ｙ２１＝０． ⑥
把 ③ 代入 ⑤，消去ｋ３，ｍ３，得

（ｙ２１－１）ｙ２２＋２ｙ１ｙ２＋３－ｙ２１＝０． ⑦
注意到ｙ１ ≠±１，所以ｙ２１－１≠０．
由 ⑥⑦ 得，ｙ２，ｙ３ 是 关 于ｙ 的 二 次 方 程（ｙ２１ －

１）ｙ２＋２ｙ１ｙ＋３－ｙ２１＝０的两根，由韦达定理，得

ｙ２＋ｙ３＝
２ｙ１
１－ｙ２１

，ｙ２ｙ３＝
ｙ２１－３
１－ｙ２１

． ⑧

把⑧代入①，注意到ｙ１≠０，故可得

ｋ１＝
１－ｙ２１
２ｙ１

，

ｍ１＝
ｙ２１－３
２ｙ１

，
■

■

■
消去ｙ１，得３ｋ２１＋４ｋ１ｍ１＋ｍ２

１－１＝０，这等价于直线

Ａ２Ａ３ 与圆Ｍ 相切．
综上所述，直线Ａ２Ａ３ 与圆Ｍ 相切．

２．４秒杀解法

对于（２）可以用如下秒杀法求解：

圆Ｍ 的切线Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 不能为直线ｘ＝１，否则

点Ａ２，Ａ３ 中恰有一个不存 在，从 而 不 合 题 意，所 以 点

Ａ１ 不能是（１，１），（１，－１）．
设 Ａ１（ｙ２１，ｙ１）（ｙ１ ≠± １），Ａ２（ｙ２２，ｙ２），Ａ３（ｙ２３，

ｙ３），显然，ｙ１，ｙ２，ｙ３ 互不相等．
当直线Ａ１Ａ２ 的斜率存在时，必有ｙ１＋ｙ２ ≠０．

斜率ｋＡ１Ａ２ ＝
ｙ２－ｙ１
ｙ２２－ｙ２１

＝
１

ｙ２＋ｙ１
，直 线Ａ１Ａ２：ｙ－

ｙ１＝
１

ｙ２＋ｙ１
（ｘ－ｙ２１），

即Ａ１Ａ２：ｘ－（ｙ１＋ｙ２）ｙ＋ｙ１ｙ２＝０．
当直线Ａ１Ａ２ 的斜率不存在时，只能是Ａ１Ａ２：ｘ＝

３，此时ｙ１＋ｙ２＝０，ｙ１ｙ２＝－３．
也有Ａ１Ａ２：ｘ－（ｙ１＋ｙ２）ｙ＋ｙ１ｙ２＝０．
所以Ａ１Ａ２：ｘ－（ｙ１＋ｙ２）ｙ＋ｙ１ｙ２＝０．
因为直线Ａ１Ａ２ 与 ⊙Ｍ 相切，所 以 圆 心 Ｍ（２，０）

到直线Ａ１Ａ２ 的距离ｄ３＝
２＋ｙ１ｙ２

１＋（ｙ１＋ｙ２）■ ２
＝１，

即（ｙ２１－１）ｙ２２＋２ｙ１ｙ２＋３－ｙ２１＝０． ①
同理（ｙ２１－１）ｙ２３＋２ｙ１ｙ３＋３－ｙ２１＝０． ②
由 ①② 知，ｙ２，ｙ３ 是关于ｙ的方程（ｙ２１－１）ｙ２＋

２ｙ１ｙ＋３－ｙ２１＝０的两根．

由韦达定理，得ｙ２＋ｙ３＝
２ｙ１
１－ｙ２１

，ｙ２ｙ３＝
ｙ２１－３
１－ｙ２１

．

类似地，可知直线Ａ２Ａ３：ｘ－（ｙ２＋ｙ３）ｙ＋ｙ２ｙ３＝０．
圆 心 Ｍ（２，０）到 直 线 Ａ２Ａ３ 的 距 离 ｄ１ ＝

２＋ｙ２ｙ３
１＋（ｙ２＋ｙ３）■ ２

＝
２＋
ｙ２１－３
１－ｙ２１

１＋
２ｙ１
１－ｙ２１（ ）■

２
＝

１＋ｙ２１
（１＋ｙ２１）■ ２

＝

１，所以直线Ａ２Ａ３ 与圆Ｍ 相切．

２．５归纳总结感悟

秒杀方法的优势 在 于：第 一，减 少 了 通 法 中 斜 率

不存在时，需要讨论的情形 的 个 数；第 二，直 接 利 用 点

Ａ１，Ａ２，Ａ３ 的 纵 坐 标ｙ１，ｙ２，ｙ３ 作 为 直 线 方 程 中 的 系

５２
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数，减少了引入的参数的数 量，避 免 了 通 法 中，为 了 达

到消元的目的，反复利用根与系数关系的烦琐过程．
本题 的 两 种 解 法 都 运 用 了 同 结 构 方 程 组，这 与

２０１９年全国 Ⅲ 卷理科 第２１题 第（１）小 题 类 似，并 且

２０２１年全国乙卷理科第２１题同样需用同结构方程组．
可见此方法是近三年高考解 析 几 何 考 查 的 热 点，事 实

上此方法可以溯源为教材圆 与 方 程 一 章 中，求 圆 的 切

点弦所在直线方程问题．因为圆优美的几何性质，所以

教师在教 授 时，一 般 把 切 点 弦 转 化 为 两 圆 公 共 弦，再

将两圆方程相减即可，进而 忽 略 了 同 结 构 方 程 组 的 应

用，没有充分挖掘教材习题 的 育 人 价 值，正 因 如 此，当

高考两年前考查过的内容再 现 时，学 生 仍 然 无 法 迎 刃

而解．

３试题推广

３．１利用伸缩变换的推广

设抛物线Ｃ：ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０），圆Ｍ：（ｘ－４ｐ）２＋
ｙ２＝４ｐ２，设 Ａ１，Ａ２，Ａ３ 是Ｃ 上 的 三 个 点，若 直 线

Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 均与 ⊙Ｍ 相切，则直线Ａ２Ａ３ 与 ⊙Ｍ 相

切．
证明：由原题知，抛 物 线Ｃ０：ｙ２＝ｘ，圆 Ｍ０：（ｘ－

２）２＋ｙ２＝１满足上述性质．
因为点与曲线之间的位 置 关 系 是 伸 缩 不 变 量，所

以可用伸缩变换φ：
ｘ′＝２ｐｘ，

ｙ′＝２ｐｙ．｛ （ｐ＞０）将抛物线Ｃ０，

圆Ｍ０ 转化为抛物线Ｃ，圆Ｍ，且转化后仍具有上述性

质．

由φ得
ｘ＝

ｘ′
２ｐ
，

ｙ＝
ｙ′
２ｐ
，

■

■

■

代入ｙ２＝ｘ，得
ｙ′
２ｐ（ ）２＝ｘ′２ｐ，即

ｙ′２＝２ｐｘ′，从而Ｃ：ｙ２＝２ｐｘ，代入（ｘ－２）２＋ｙ２＝１，

得
ｘ′
２ｐ
－２（ ）２＋ ｙ′

２ｐ（ ）２＝１，即（ｘ′－４ｐ）２＋ｙ′２＝４ｐ２，
从而Ｍ：（ｘ－４ｐ）２＋ｙ２＝４ｐ２．

从 而抛物线Ｃ：ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０），圆Ｍ：（ｘ－４ｐ）２

＋ｙ２＝４ｐ２，满足上述性质．

３．２一般的推广

定义抛物线Γ与圆Ｍ 的关联性质Ｐ：若抛物线Γ
的任意内接三角形Ａ１Ａ２Ａ３ 的两条边Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ３ 与

圆Ｍ 相切，则另一条边Ａ２Ａ３ 也与圆Ｍ 相切．
抛物线Γ：ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０）与圆Ｍ：（ｘ－ｍ）２＋

ｙ２＝ｒ２ 具 有 性 质Ｐ 的 充 要 条 件 是 圆 方 程 满 足ｒ２＝
２ｐ（ｍ－ｒ），其中ｍ ＞ｒ＞０．

图３

先证明必要性．
由抛物线 的 对 称 性，满 足 性

质的圆，其圆 心 只 能 在ｘ轴 的 正

半轴上，设圆心Ｍ（ｍ，０），半径为

ｒ，考虑圆 Ｍ 的 两 条 与ｘ 轴 垂 直

的 切 线ＡＢ，ＣＤ，分 别 与 抛 物 线

相交于Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ（如图３）．
由抛物线Γ与圆Ｍ 具 有 关 联 性 质Ｐ 知，分 别 过

Ａ，Ｂ的圆Ｍ 的另一条切线ｌＡ，ｌＢ 的交点在抛物线上，

分别过Ｃ，Ｄ 的圆Ｍ 的另一条切线ｌＣ，ｌＤ 的交点也在

抛物线上．
由对称性知，上述交点只能在ｘ轴上，但抛物线Γ

与ｘ轴有且只有 一 个 公 共 点Ｏ，从 而 必 有ｌＡ／／ｌＢ／／ｘ
轴，ｌＣ 与ｌＤ 相交于坐标原点Ｏ．

从而Ａ（ｍ－ｒ，ｒ），Ｄ　ｍ＋ｒ，
（ｍ＋ｒ）ｒ
ｍ２－ｒ■ ２（ ）．

又 因 为 Ａ，Ｄ 在 抛 物 线ｙ２ ＝２ｐｘ 上，所 以

ｒ２＝２ｐ（ｍ－ｒ），
（ｍ＋ｒ）２ｒ２

ｍ２－ｒ２
＝２ｐ（ｍ＋ｒ）．

■
■

■
方程组中的两个 方 程 是 相

同的，即ｒ２＝２ｐ（ｍ－ｒ）．
再证明充分性．
设Ａ１（２ｐｔ２１，２ｐｔ１），Ａ２（２ｐｔ２２，２ｐｔ２），Ａ３（２ｐｔ２３，２ｐｔ３）

是抛物线Ｃ上的三点，ｔ１，ｔ２，ｔ３ 互不相同．
为了保证直线Ａ２Ａ３ 的 存 在 性，类 比 高 考 题 的 秒

杀方法，我们知道 ２ｐｔ１ ≠ｒ，即４ｐｔ２１－ｒ２ ≠０．
则直线Ａ１Ａ２：（ｘ－２ｐｔ２１）（２ｐｔ２－２ｐｔ１）＝（ｙ－

２ｐｔ１）（２ｐｔ２２－２ｐｔ２１），整 理 得Ａ１Ａ２：ｘ－（ｔ１＋ｔ２）ｙ＋
２ｐｔ１ｔ２＝０，同 理Ａ１Ａ３：ｘ－（ｔ１＋ｔ３）ｙ＋２ｐｔ１ｔ３＝０，

Ａ２Ａ３：ｘ－（ｔ２＋ｔ３）＋２ｐｔ２ｔ３＝０．
因为直线Ａ１Ａ２ 与圆Ｍ 相切，所以圆心Ｍ（ｍ，０）

到直线Ａ１Ａ２ 的距离ｄ３＝
ｍ＋２ｐｔ１ｔ２
１＋（ｔ１＋ｔ２）■ ２

＝ｒ，整理得

（４ｐ２ｔ２１－ｒ２）ｔ２２＋４ｐｒｔ１ｔ２－ｒ２（ｔ２１＋１）＋ｍ２＝０，同理

有（４ｐ２ｔ２１－ｒ２）ｔ２３＋４ｐｒｔ１ｔ３－ｒ２（ｔ２１＋１）＋ｍ２＝０，所

以ｔ２，ｔ３ 是方程（４ｐ２ｔ２１－ｒ２）ｔ２＋４ｐｒｔ１ｔ－ｒ２（ｔ２１＋１）＋

ｍ２＝０的两根，由韦达定理得ｔ２＋ｔ３＝－
４ｐｒｔ１

４ｐ２ｔ２１－ｒ２
，

ｔ２ｔ３＝
ｍ２－ｒ２（ｔ２１＋１）
４ｐ２ｔ２１－ｒ２

．

代入 圆 心 Ｍ（ｍ，０）到 直 线 Ａ２Ａ３ 的 距 离ｄ１ ＝
ｍ＋２ｐｔ２ｔ３
１＋（ｔ２＋ｔ３）■ ２

，化简得ｄ１＝ｒ，所以，直线Ａ２Ａ３ 与圆

Ｍ 相切．Ｆ

６２
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