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第3课时　线性回归方程(1)
[image: w3.tif]
知识技能
理解线性回归的基本思想和方法，体会变量之间的相关关系，学会求线性回归方程．
思想方法
经历线性回归方程的探求过程，体会拟合函数的方法，进一步感受直观化(散点图)与最小二乘法的思想．
核心素养
在建立具有相关关系的两个变量之间的线性回归方程的过程中，经历探求这样的拟合函数的过程，体验辩证思维的过程，发展逻辑推理和数学运算素养．
[image: w4.tif]
重点：用线性函数近似地刻画两个具有相关关系的变量之间的关系．
难点：最小二乘法的思维过程．
[image: w6.tif]
问题导引
预习教材P146～153，思考下面的问题：
1. 如何求线性回归方程？
提示　利用公式法求出， ，代入直线＝ x＋求出线性回归方程．
2. 产生随机误差的原因是什么？
提示　①所用的确定性函数不恰当引起的误差；②忽略了某些因素的影响；③存在观测误差．
即时体验
1. (多选)下列散点图中，两个变量的关系适合用线性回归模型刻画的是(AC)
[image: ]
2. 从某大学随机选取8名女大学生，其身高x(单位：cm)与体重y(单位：kg)之间的线性回归方程为 ＝0.849x－85.712，则由方程可以预测身高为172cm的女大学生的体重为60.316kg.
3. 设变量x与y的回归方程为＝5x＋3，变量x增加1个单位时，y平均增加5个单位．
[image: w7.tif]
一、 问题情境
通过前两课时的学习，我们了解到，根据成对样本数据的散点图和相关系数，可以推断两个变量是否存在相关关系，是正相关还是负相关，以及相关程度的强弱等．
那么是否可以像两个变量之间的确定性关系那样，通过建立适当的函数模型刻画两个随机变量的相关关系呢？
下表提供了某厂节能降耗技术改造后生产甲产品过程中记录的产量x(单位：t)与相应的生产能耗y(单位：t标准煤)之间的几组对照数据．
	x
	3
	4
	5
	6

	y
	2.5
	3
	4
	4.5


已知该厂技术改造前生产100t甲产品的生产能耗为90t标准煤，你能预测生产100t甲产品的生产能耗比技术改造前降低了多少吨标准煤吗？该如何求呢？[1]
根据上表提供的数据画出散点图→求出y关于x的线性回归方程＝ x＋→根据求出的线性回归方程估计技术改造后生产100t甲产品的生产能耗→预测比技术改造前降低了多少吨标准煤．
二、 数学建构
(一) 生成概念
问题1　变量之间的常见关系有哪些？
(变量之间的常见关系有两类：一类是确定性函数关系，变量之间的关系可以用函数表示；另一类是相关关系，变量之间有一定的联系，但不能完全用函数来表达．)
问题2　用怎样的数学模型刻画问题情境中两个变量之间的相关关系？
画散点图(图1)．
[image: T122.TIF]
图1
在散点图中，这些点在一条直线附近，但并不都在这条直线上．也就是说，上述直线并不能精确地反映x与y之间的关系，y的值不能由x确定，在此，我们将两者之间的关系表示为
y＝a＋bx＋ε，
其中a＋bx是确定性函数，ε称为随机误差．
我们将y＝a＋bx＋ε称为线性回归模型．[2]
问题3　如何探究线性回归方程？[3]
用方程为＝ x＋的直线拟合散点图中的点，应使得该直线与散点图中的点最接近．
考虑用直线＝ x＋与各散点在垂直方向(纵轴方向)上的距离的平方和的大小，来衡量直线＝ x＋与给出的n个散点的接近程度，即用最小二乘法来求， ，它的原理和方法如下：
设有(x, y)的n对观测数据，具体数据如下表所示：
	x
	x1
	x2
	x3
	…
	xn

	y
	y1
	y2
	y3
	…
	yn


于是，只要求出使Q(α， β)＝ (yi－βxi－α)2取最小值时的α， β的值，分别将它们作为， ，称＝ x＋为拟合这n对数据的线性回归方程，将该方程所表示的直线称为回归直线．其中称为回归系数，称为回归截距，称为回归值．
问题4　如何确定a, b的值使得Q最小？[4]
方法1：
Q(α， β)＝ (yi－βxi－α)2
＝[(yi－βxi)2－2α(yi－βxi)＋α2]
＝nα2－2α (yi－βxi)＋ (yi－βxi)2
＝n2＋ (yi－βxi)2－
≥ (yi－βxi)2－
＝ (yi－βxi)2－
＝β2x－2βxiyi＋y
－n(－β)2
＝β2－2β
＋y－n2
＝2＋y－n2－
≥y－n2－.
当且仅当α－＝0且β－＝0时，Q(α， β)取得最小值，
Q(α， β)min＝y－n2－，
此时的α， β作为a, b的估计值， ，
即时，Q(α， β)取得最小值．
方法2：
Q(α， β)＝ (yi－βxi－α)2
＝[yi－βxi－(－β)＋(－β)－α]2
＝[(yi－)－β(xi－)＋(－β)－α]2
＝[(yi－)－β(xi－)]2＋2[(yi－)－β(xi－)]×[(－β)－α]＋n[(－β)－α]2，
而[(yi－)－β(xi－)](－β－α)
＝(－β－α)[(yi－)－β(xi－)]
＝(－β－α)
＝(－β－α)[(n－n)－β(n－n)]
＝0，
所以Q(α， β)＝[(yi－)－β(xi－)]2＋n(－β－α)2.
上式右边各项均为非负数，且前n项与α无关．所以，要使Q取得最小值，后一项的值应为0，即α＝－β.此时
Q(α， β)＝[(yi－)－β(xi－)]2
＝β2 (xi－)2－2β (xi－)(yi－)
＋ (yi－)2.
上式是关于β的二次函数，因此要使Q取得最小值时，当且仅当β的取值为
＝.
此时的α， β的值作为a, b的估计值， ，
即
方法3: 
Q(α， β)＝ (yi－βxi－α)2
＝{(yi－)＋[－(β＋α)]
－β(xi－)}2
＝ (yi－)2＋n[－(β＋α)]2＋β2(xi－)2＋2[－(β＋α)]· (yi－)－2β[－(β＋α)] (xi－)－2β (xi－)(yi－)
＝ (yi－)2＋n[－(β＋α)]2＋β2(xi－)2－2β (xi－)(yi－)
＝ (yi－)2＋n[－(β＋α)]2＋ (xi－)2
＝ (yi－)2＋n[－(β＋α)]2＋ (xi－)22－

＝n[－(β＋α)]2＋ (xi－
)22＋
 (yi－)2－.
上式中后两项与α， β无关，前两项为非负数，因此当且仅当前两项的值都为0时，Q(α， β)取得最小值，即有

此时的α， β的值作为a, b的估计值， ，
即
综上，， 的计算公式为

其中＝xi, ＝yi.
， 的计算公式也可化为

问题5　求线性回归方程的步骤是什么？
用回归直线进行数据拟合的一般步骤：
① 作出散点图，判断散点是否在一条直线附近；
② 如果散点在一条直线附近，用上面的公式求出， ，并写出线性回归方程．
问题6　你能解决问题情境中的问题，求出线性回归方程＝ x＋吗？
＝＝4.5, ＝＝3.5，
xiyi＝3×2.5＋4×3＋5×4＋6×4.5＝66.5, 
x＝32＋42＋52＋62＝86，
所以＝＝＝0.7, ＝－ ＝3.5－0.7×4.5＝0.35.
所以所求的线性回归方程为＝0.7x＋0.35.
当x＝100时，＝0.7×100＋0.35＝70.35，所以降低了90－70.35＝19.65t标准煤．
(二) 理解概念
(1) 求线性回归方程，首先应注意到，只有在散点图大致呈线性时，求出的线性回归方程才有实际意义．否则，求出的线性回归方程毫无意义．因此，对一组数据作线性回归分析时，应先看其散点图是否成线性．
(2) 由＝－ 可知线性回归直线必过点(， )，点(， )通常称为样本的中心．
三、 数学运用
例1[5]　(1) 某工厂生产的某产品产量x(单位：千件)与单位成本y(单位：元)满足线性回归方程＝77.36－1.82x，下列说法中正确的是(A)
A. 产量每增加1000件，单位成本约下降1.82元
B. 产量每减少1000件，单位成本约下降1.82元
C. 当产量为1千件时，单位成本为75.54元
D. 当产量为2千件时，单位成本为73.72元
(2) 某企业想通过做广告来提高销售额，经预测可知产品的广告费x(单位：百万元)与销售额y(单位：百万元)之间有如下对应数据：
	x/百万元
	2
	4
	5
	6
	8

	y/百万元
	30
	40
	60
	50
	70


由表中的数据得线性回归方程为＝ x＋，其中＝6.5，由此预测当广告费为7百万元时，销售额为__63__万元．
(见学生用书课堂本P91)
[处理建议]　(1) 令f(x)＝77.36－1.82x, 将(， )代入，计算f(x＋1)－f(x)即可．
(2) 求出，得到线性回归方程＝x＋，将x代入，即可求到对应的的值．
[规范板书]　解析　(1) 令f(x)＝77.36－1.82x, f(x＋1)－f(x)＝77.36－1.82(x＋1)－77.36＋1.82x＝－1.82，
所以产量每增加1000件，单位成本约下降1.82元．　
(2) ＝＝5，
＝＝50，
所以＝－ ＝50－6.5×5＝17.5.
所以＝6.5x＋17.5.
当x＝7时，＝6.5×7＋17.5＝63.
[题后反思]　在线性回归方程＝ x＋中，当回归系数>0时，说明两个变量正相关，当x每增加一个单位时，y就增加个单位；当回归系数<0时，说明两个变量负相关，当x每增加一个单位时，y就减少||个单位．
[image: w10a.tif]　(多选)对两个变量y和x进行回归分析，下列说法中正确的有(ACD)
A. 由样本数据得到的回归方程＝ x＋必过样本点的中心(， )
B. 设有一个回归方程＝3－5x，变量x增加1个单位时，y平均增加5个单位
C. 回归分析是对具有相关关系的两个变量进行统计分析的一种常用方法
D. 在回归分析中，变量间的关系若是非确定关系，那么因变量不能由自变量唯一确定
[处理建议]　根据回归分析的概念、线性回归方程的特征逐一判断．
[规范板书]　解析　由样本数据得到的回归方程＝ x＋必过样本点的中心(， )；对于回归方程＝3－5x，变量x增加1个单位时，y平均减少5个单位；回归分析是对具有相关关系的两个变量进行统计分析的一种常用方法； 在回归分析中，变量间的关系不是函数关系，所以因变量不能由自变量唯一确定．
[image: w10b.tif]　(多选)5G技术在我国已经进入高速发展的阶段，5G手机的销量也逐渐上升，某手机商城统计了近5个月来5G手机的实际销量，具体数据如下表所示：
	月　　份
	2021年
2月
	2021年
3月
	2021年
4月
	2021年
5月
	2021年
6月

	月份编号x
	1
	2
	3
	4
	5

	销量y/千部
	37
	104
	a
	196
	216


若y与x线性相关，且求得的线性回归方程为＝45x＋5，下列说法中正确的有(AB)
A. a＝147
B. y与x正相关
C. y与x的相关系数为负数
D. 8月份该手机商城的5G手机销量约为36.5万部
[处理建议]　利用回归方程的性质代入(， )求a, 利用分析正相关、负相关， 赋值预测．
[规范板书]　解析　＝＝3, ＝45×3＋5＝140，由37＋104＋a＋196＋216＝140×5，得a＝147，故A正确；由回归方程中的x的系数为正可知，y与x正相关，且其相关系数r>0，故B正确，C错误；8月份时，x＝7, ＝45×7＋5＝320(千部)＝32(万部)，故D错误.
例2　(教材P151例4)下表为某地近几年机动车辆数与交通事故数的统计资料，请判断机动车辆数与交通事故数之间是否具有线性相关关系．如果具有线性相关关系，求出线性回归方程；如果不具有线性相关关系，说明理由．[6]
	机动车辆数x/103辆
	95
	110
	112
	120
	129
	135
	150
	180

	交通事故数y/103件
	6.2
	7.5
	7.7
	8.5
	8.7
	9.8
	10.2
	13


(见学生用书课堂本P92)
[处理建议]　作出散点图，利用图形判断出x, y具有线性相关关系， 利用公式求出线性回归方程．
[规范板书]　解　在平面直角坐标系中画出数据的散点图(如图)．
[image: T123.TIF]
(例2)
直观判断散点在一条直线附近，故机动车辆数与交通事故数之间具有线性相关关系．
计算相应的数据之和：
xi＝1031, yi＝71.6，
x＝137835, y＝671, xiyi＝9611.7.
由公式得＝≈0.0774, ＝－ ≈－1.0249.
所以所求线性回归方程为＝0.0774x－1.0249.
[题后反思]　也可如教材那般，根据相关系数公式得r≈0.9927，从而说明两变量具有线性相关关系．
[image: w10.tif]　某医院用光电比色计检验尿汞时，得尿汞含量(单位：mg/L)与消光系数如下表所示：
	尿汞含量x
	2
	4
	6
	8
	10

	消光系数y
	64
	134
	205
	285
	360


(1) 画出散点图；
(2) 若y与x之间具有线性相关关系，求线性回归方程；
(3) 估计尿汞含量为9mg/L时的消光系数．
[规范板书]　解　(1) 散点图如图所示：
[image: T124.TIF]
(变式)
(2) 由散点图可知y与x线性相关．
计算相应的数据之和：
xi＝30, yi＝1048, x＝220, xiyi＝7774，从而＝6, ＝209.6.
由公式得＝＝37.15, ＝－ ＝－13.3.
所以所求线性回归方程为＝37.15x－13.3.
(3) 当x＝9时，＝37.15×9－13.3＝321.05，
故估计尿汞含量为9mg/L时的消光系数为321.05.
四、 课堂练习
1. 在对两个变量x, y进行线性回归分析时有以下步骤：
① 利用回归方程进行预测；
② 收集数据(xi, yi), i＝1, 2, …， n；
③ 求线性回归方程；
④ 根据所收集的数据绘制散点图．
正确的操作顺序是！！！__②④③①__.
2. 3月15日，某市物价部门对本市5家商场的某种商品的一天销售量及其价格进行了调查，5家商场的售价x(单位：元)和销售量y(单位：件)之间的一组数据如下表所示：
	售价x/元
	9
	9.5
	10
	10.5
	11

	销售量y/件
	11
	10
	8
	6
	5


由散点图可知销售量y与售价x之间有较好的线性相关关系，其线性回归方程为＝－3.2x＋，则＝__40__.
3. (多选)设(x1, y1), (x2, y2), …， (xn, yn)是变量x和y的n对数据，直线l是由这些样本点通过最小二乘法得到的线性回归直线(如图)，下列结论中正确的有(AC)
[image: T125.TIF]
(第3题)
A. 直线l过点(， )
B. 回归直线必通过散点图中的多个点
C. x和y的相关系数在－1和0之间
D. 当n为偶数时，分布在l两侧的样本点的个数一定相同
4. 对一个做直线运动的质点的运动过程观测了8次，得到的数据如下表所示，试估计当x＝9时y的值．
	时刻x/s
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	位置观测值y/cm
	5.54
	7.52
	10.02
	11.73
	15.69
	16.12
	16.98
	21.06


解　散点图如图所示：
[image: T126.TIF]
(第4题))
从散点图中可以看出，时刻x与位置观测值y之间有着较好的线性相关关系，可以用线性回归方程来刻画它们之间的关系．
由表中数据计算得＝4.5, ＝13.0825, x＝204, xiyi＝560.07.
由公式得＝≈2.1214，
  ＝－ ≈3.5362，
所以线性回归方程为＝2.1214x＋3.5362.
当x＝9时，＝2.1214×9＋3.5362＝22.6288，即位置观测值为22.6288cm.
五、 课堂小结
1. 线性回归模型y＝a＋bx＋ε与确定性函数y＝a＋bx相比，它表示y与x之间是相关关系(非确定性关系)，其中的随机误差ε提供了选择模型的准则以及在模型合理的情况下探求最佳估计值， 的工具．
2. 线性回归方程＝ x＋中， 的意义：以 为基数，＞0时，x每增加1个单位，y相应地平均增加个单位，＜0时，x每增加一个单位时，y相应地平均减少||个单位．
3. ， 的计算公式：

或  
[image: ][image: ]
[1] 从实际问题出发，引导学生利用已知数据寻找合理的拟合函数，利用数学的方法预测并构造解决实际问题的模型，经历将生活问题转化为数学问题的过程，体会数学的应用性．
[2] 对于线性回归模型，我们应该考虑下面两个问题：
① 模型是否合理(这个问题在上一节课已解决)；
② 在模型合理的情况下，如何估计a,	B.
[3] 利用最小二乘法的思想推理出公式，发展逻辑推理素养．
[4] 还可参考教材P149～151的方法．
[5] 线性回归方程的性质与运算．
[6] 利用线性回归方程求解实际应用问题．



联系QQ309000116加入百度网盘群2500G一线老师必备资料一键转存，自动更新，一劳永逸

联系QQ309000116加入百度网盘群2500G一线老师必备资料一键转存，自动更新，一劳永逸
image3.png
=Y sy es




image4.png
yh

(0]

yh

(@]

(0]

YA

(0]

D.




image5.png




image6.png
S - xR

Q| oi— oo ol

1 2 3 4 §5 6 x




image7.png
AR

T3 1




image8.png




image9.png
14
12
10

O N O

200




image10.png
AR
Z

. 4




image11.png
400 -

L
(=]
Lo
o

L
o
(=}
o

L
(e}
Lo
o

L
o
(=]
o

L
(=]
Lo
—

L
o
(=}
—

L
(e}
Lo





image12.png




image13.png
20
20
15
10





image14.png
[f ZEME ©




image1.png
QI #8iE




image2.png
C©EEEN




