
基 于“三 个 理 解”理 念 的 函 数 性 质 教 学 设 计

———以高三复习课“函数的对称性与周期性”为例
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摘 要: 函数的对称性与周期性是高中数学中非常重要的性质，也是高考的热门考点．文章基于对“三个理解”的充分

理解，在把握数学本质的同时，充分考虑学情以及高三复习课的实效性，对函数的对称性、周期性以及它们之间的关系做了

整理，并给出了分析和解决这一类问题的基本思想方法．
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《普通高中数学课程标准( 2017 年版 2020 年

修订) 》的重点是落实数学学科核心素养．发展学生

的数学学科核心素养已经成为高中数学课堂教学

的目标导向［1］．但如何从培养学生核心素养的角度

上好一节课却并不容易，为此，章建跃博士提出了
“三个理解”理论: 理解数学、理解学生、理解教学．
理解数学的关键在于对数学的整体性、一般观念的

把握．对于数学整体性，主要体现在纵向联系，即同

一主题内容中体现的数学整体性; 其次体现在横向

联系，即整合具有内在联系的不同内容体现的数学

整体性; 最后是综合贯通，即不同领域之间的融合

体现的整体性．对于一般观念，是对内容及其反映

的数学思想和方法的进一步提炼和概括，是对数学

对象定义方式、性质等问题的一般性回答．只有理

解了数学，我们才能清楚“教什么”“为什么要教”，

才能更好地把握一节课的重难点; 理解学生就要做

好学情分析，教学设计整体逻辑结构的合理性、局
部设计的有效性等都与学情分析密切相关．因此，

在学情分析时，需要准确找到学生的“最近发展

区”，重视学生的知识结构、技能状况、学习困难及

数学成绩等外显情况，也要重视学生的思维情况、
认知特点、学习风格等内隐情况，理解数学和理解

学生之后才能更好地理解教学［2］．让数学知识的发

生和发展过程合理，让学生的认知过程和思维过程

合 理［3］，最 后 才 能 让 课 堂 持 续 充 满 活

力，而这种活力不应是表面的热闹，而是一种积极

的思维活动．

1 教材与学情分析

在高一新授课时，函数的对称性和周期性分别
被设置在人教 A 版普通高中教科书《数学》必修第
一册( 以下统称教材) 的第 3 章“函数的概念与性
质”第 2 节的第 3 课时和第 5 章“三角函数”第 4
节的第 2 课时．教材中对于对称性问题给出了两种
特殊情形:“奇函数”与“偶函数”．只在课后习题的
第 13 题提出了更为一般的对称问题，由于课时有
限及问题的抽象程度高，很多教师并没有对其展开
探究．对于周期性的教学，教材借助正余弦函数的
图象呈现了这种周而复始的现象，给出了周期的定
义，并研究了正余弦函数的对称性和周期性，对于
一般情况下函数对称性和周期性之间的关系并没
有展开探究．作为高三复习课，本节课对函数的对
称性和周期性进行整理，探究并形成了关于对称性
与周期性更为一般的结论，理清它们之间的关系，

构建知识完备性的同时，形成解决这一类问题的一
般性解法，再通过对思想方法的反复渗透，把课堂
从“知识传授”向“素养落实”转变．鉴于教学内容
抽象、所教班级学生思维活跃，笔者选择了启发式
讲授的教学方式，以谋取学生利益的最大化．
2 教学过程设计
2．1 问题引入

上课前，教师先带学生们欣赏几幅图片，分别
从建筑中、自然中、我们中( 向学生比画自己的眼
睛、耳朵等) 展示对称之美，最后再呈现近几年关
于对称的高考题，说明对称之美也广泛地存在于高
考题中．
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设计意图 设置情境，由对称的图片过渡到涉
及对称性问题的高考题，并运用肢体语言和学生互
动，激发学习兴趣的同时，引出本节课的第一部分
内容———函数的对称性．
2．2 问题探究

问题 1 在学习过的函数中，哪些函数具有对
称性?

学生共同回答，教师适当补充: 二次函数、三次
函数、三角函数、对勾函数等．

问题 2 如何去判定一个函数的图象是否具
有对称性?

选择一位学生回答: 观察函数的图象或研究函
数的代数式．紧接着，教师从数和形两个角度对函
数的对称性进行启发式讲解，从特殊到一般，从熟
悉的奇偶函数开始，再到更为一般的情形．

图 1

图形对称的本质是点对称，由对称点的代数关
系，得出对称图象所对应的代数关系，反过来，又能
由代数关系得出函数的图象性质．但是，在同一个
对称性下对应的代数式有无数个，例如 f( x) 的图
象关于直线 x=a 对称，对应的代数式可以是 f( a－
x) = f( a+x) ，也可以是 f( x) = f( 2a－x) ，还可以是
f( －a－x) = f( 3a+x) ……最后归纳出一般化结论如
下:

结论 1 若 f( x+a) = f( －x+b) ，则 f( x) 的图象

关于直线 x=
a+b
2 对称．

结论 2 若 f( x+a) +f( －x+b) = 0，则 f( x) 的图

象关于点
a+b
2

，0( ) 对称．

结论 3 若 f( x+a) +f( －x+b) = c，则 f( x) 的图

象关于点
a+b
2

，
c
2( ) 对称．

设计意图 从一般到特殊，从数到形，再从形
到数，帮助学生把握图形对称的本质，理清图形对

称性及其对应代数式之间的关系，这样不仅落实了
知识要求，更是提升了学科素养．

思考 1) 若 f( ωx+a) 为偶函数，ω≠0，则 f( x)

的对称轴是 ．
2) 若 f( ωx+a) 为奇函数，ω≠0，则 f( x) 的对称

中心是 ．

图 2

分析 1) 因为 f ( ωx+a)

为偶函数，所以
f( ωx+a) = f( －ωx+a) ，

再借助图象解释这个式子的
内涵 ( 横坐标分别为 －ωx + a
和 ωx+a 的两个点关于直线
x=a 对称) ，如图 2 所示，进
而得出 f( x) 的对称轴为

x=ω
x+a+( －ωx+a)

2
=a．

2) 因为 f( ωx+a) 为奇函数，所以
f( ωx+a) +f( －ωx+a) = 0，

同理可得 f( x) 的对称中心为点( a，0) ．
评注 1) 为了便于理解，可将复合函数 f( ωx+

a) 记作 F( x) ，因为 f( ωx+a) 为偶函数，只需对自变
量 x 取相反数，即 F( x) = F( －x) ，亦即 f( ωx+a) =
f( －ωx+a) ;

2) 若奇函数 f( ωx+a) 在直线 x = 0 处有意义，

可得 f( a) = 0，进一步，可得 3 个更一般的结论．
结论 4 f( ωx+a) = f( －ωx+b) ，ω≠0⇔f( x) 的

图象关于直线 x=
a+b
2 对称．

结论 5 f( ωx+a) +f( －ωx+b) = 0，ω≠0⇔f( x)

的图象关于点
a+b
2

，0( ) 对称．

结论 6 f( ωx+a) +f( －ωx+b) = c，ω≠0⇔f( x)

的图象关于点
a+b
2

，
c
2( ) 对称．

设计意图 以两个思考问题作为脚手架，进一
步熟悉对称性下数与形之间的相互转化，并得出最
一般化的结论，形成知识完备性的同时，提升学生
的抽象概括能力．

问题 3 从 3 个式子可以看出，x 前的系数异
号，若 x 前的系数改为同号，则又能推出函数的什
么性质，大家还记得吗?

结论 7 若 f( x+a) = f( x+b) ，a≠b，则 f( x) 的
一个周期为 | b－a | ．

结论 8 若 f( x+a) +f( x+b) = 0，a≠b，则 f( x)

的一个周期为 2 | b－a | ．
结论 9 若 f( x+a) +f( x+b) = c，a≠b，则 f( x)
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的一个周期为 2 | b－a | ．
这块知识变换的形式很多，教学时不做过多的

变形，只引导学生回顾周期的本质( 若 f( x) = f( x+
T) ，则 T 为周期) ，并对结论 9 进行证明:

证明 已知 f( x+a) +f( x+b) = c 且 a≠b，令 t =
x+a，则

f( t) +f( t+b－a) = c，
再次赋值，可得 f( t+b－a) +f( t+2b－2a) = c，
联立得 f( t) = f( t+2b－2a) ，

故 f( x) 的一个周期为 2 | b－a | ．
设计意图 由括号内“自变量异号”，自然地

过渡到括号内“自变量同号”的情况，这样的处理
方式符合学生的认知特点．对结论 9 进行证明，给
出了证明周期性问题的通法．

问题 4 我们分别对中心对称、轴对称和周期
性做了研究，三者之间有什么关系吗?

教师口述: 1) y = tan x 有对称中心，有周期，无
对称轴; 2) y= | sin x | 有对称轴，有周期，无对称中
心; 3) y=sin x 有对称中心，有对称轴，是周期函数．
最后归纳得到以下 3 个结论．

结论 10 若 f( x) 的图象既关于直线 x = a 对
称，又关于直线 x = b 对称，则 f ( x) 的一个周期为
2 | b－a | ．

结论 11 若 f ( x) 的图象既关于点 ( a，0 ) 对
称，又关于点( b，0) 对称，则 f ( x ) 的一个周期为
2 | b－a | ．

结论 12 若 f ( x) 的图象既关于点 ( a，0 ) 对
称，又关于直线 x = b 对称，则 f ( x) 的一个周期为
4 | b－a | ．

同样地，直接给出结论 12 的证明．
证明 由函数 f( x) 的图象关于点( a，0) 对称，

知f( x) +f( 2a－x) = 0，由函数 f( x) 的图象关于直线
x= b 对称，知 f( x) = f( 2b－x) ，其中 a≠b，两式联立

得 f( 2a－x) +f( 2b－x) = 0，可得 f( x) 的一个周期为
4 | b－a | ．

评注 两对称点在同一高度，仍可以得到周期
( 用图象上下平移进行直观解释) ．若两对称点一高
一低，则不能得到周期( 用图象的旋转进行直观解
释) ．

设计意图 借助具体函数的特征，理清对称中
心、对称轴与周期性之间的关系，说明这三者之间
并不总是“知二求一”．
3 范例分析

例 1 已知函数 f( x) 的定义域为 Ｒ，且 f ( x+
2) 为偶函数，f( 2x+1) 为奇函数，则 ( )

A．f － 1
2( ) = 0 B．f( －1) = 0

C．f( 2) = 0 D．f( 4) = 0
( 2021 年全国数学新高考Ⅱ卷第 8 题)

分析 由 f( x+2) 为偶函数，知 f( x) 的图象关
于直线 x= 2 对称．由 f( 2x+1) 为奇函数，知 f( x) 的
图象关于点( 1，0) 对称且 f( 1) = 0，进而得出 T = 4．
然后借助几何直观画出一个周期内确定的点，由对
称性得f( 3) = f( 1) = 0，由周期性得 f( －1) = f( 3) =
0．作为一道单选题，可以确定答案选 B．如果这道题
改为多选题，要说明某个选项不成立，那么可以画
出满足题目条件的反例．

设计意图 通过例题的分析和讲解，给出解决
这类题的通法．

变式 1 已知函数 f( x) 的定义域为 Ｒ，且 f( x+
2) 的图象关于直线 x = －2 对称，f( 1+x) +f( 1－x) =

2，又 f ( 0) = 2，g ( x) － f ( x－4) = 7，则 Σ
22

k = 1
g ( k) =

．
分析 由 f ( x+2) 的图象关于直线 x = －2 对

称，知f( x) 的图象关于直线 x= 0 对称，由 f( 1+x) +f
( 1－ x ) = 2，知 f ( x ) 的 图 象 关 于 点 ( 1，1 ) 对 称，
f( 1) = 1，且 T = 4，结合轴对称得 f ( －1) = 1; 结合
f( 0) = 2 和点对称得 f( 2) = 0，从而

f( －1) +f( 0) +f( 1) +f( 2) = 4，

进一步得 f( k) +f( k+1) +f( k+2) +f( k+3) = 4，

因此 Σ
22

k = 1
g( k) = Σ

22

k = 1
f( k－4) +7×22

= f( －3) +f( －2) +5×4+7×22= 175．
评注 给足时间让学生思考，教师进行指导，

最后选取一名学生发言．
设计意图 通过变式题的训练，巩固解决此类

问题的一般性方法．
变式 2 ( 多选) 已知函数 f( x) 及其导函数的

定义域都为 Ｒ，记 g( x) = f '( x) ，若 f
3
2
－x( ) 的图象

关于直线 x= 1 对称，g( 1+2x) 为奇函数，则 ( )

A．f( 0) = 0 B．g( 2) = 0

C．f( －1) = f
1
2( ) D．g( －1) = g( 2)

分析 由 f
3
2
－x( ) 的图象关于直线 x= 1 对称，

知f( x) 的图象关于直线x =
1
2 对称，从而g ( x ) 的

( 下转第 30 页)
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体验、探究、反思式校本化学科作业的实践与思考

何君青
( 致远初级中学，江苏 南京 210019)

摘 要:“双减”政策的提出对各学科作业的设计有了更高的要求．打破原有落后、陈旧的方式，还作业以新的活力，使

之以崭新的面貌走进学生的学习、生活，是今后作业改革的必然趋势．体验式作业具有趣味性，关注实践操作、动手过程; 探

究式作业具有开放性，关注学科某个具有探究价值的问题的深入研究; 反思式作业具有创造性，关注学习过程中经验的获

得、概念的理解、实践的掌握．文章结合具体实例，阐述体验、探究、反思式校本化学科作业的内涵、特征、选材、定位等．
关键词: 体验、探究、反思、作业设计

中图分类号: O12 文献标识码: A 文章编号: 1003-6407( 2023) 04-0030-04

作业改革是建设高质量学校教育体系的关键
因素．目前的初中数学作业内容拘泥于课堂知识、
现行教材，陷入机械训练、重复练习的误区不能自

拔．这些作业已经严重脱离学生的生活实际，极大
地削弱了学生解决实际问题的能力，过重的学业负
担、作业任务也泯灭了学生学习数学的热情，严重

( 上接第 29 页)

的图象关于点
1
2

，0( ) 对称．由 g( 1+2x) 为奇函数，

知 g( x) 的图象关于点( 1，0) 对称，g( 1) = 0，g( x)

的图象关于直线 x= 1 对称，从而 f( x) 和 g( x) 的周
期都为 1．利用解决此类题目的一般性方法，画出一
个周期内可以明确的点，确定了选项 B 和 D，然后
再画出符合图形性质的反例，排除选项 A 和 C．

评注 给足时间让学生思考，教师进行指导，

并选择典型问题进行讲解( 略) ．
4 课堂小结

1) 这节课学习了什么?

一个对象: 函数; 两种性质: 对称性与周期性;

两个关系: 对称性与周期性的关系、原函数与导函
数对称性的关系．

2) 本节课运用了什么思想方法?
3 种思想方法: 数形结合、从特殊到一般、转化

与化归．
设计意图 由学生对本节课的内容进行小结

是学生学习情况的反馈之一，教师再进行补充是对
知识的凝练和升华．
5 教学反思

如何才是一节好课? 不同的人有不同的理解，

但备好一节课，“三个理解”是前提．本节课是在
“三个理解”理论的基础上进行的教学设计，对于

一节高三复习课而言，既要讲究合理性，又要注重

收益性，教师要有取舍，把握好一节课的主要知识

和思想方法，实现学生受益的最大化．因为“函数的

对称性与周期性”课题涉及内容量较大，在授课的

过程中节奏比较快，在研究原函数及其导函数之间

对称性的关系时，只研究了定义域为 Ｒ 且可导的

函数，对于一般情况下原函数及其导函数之间对称

性的关系问题并未展开讨论．另外，本节课只研究

了“自对称”问题，对于“互对称”问题并没有展开．
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