
　　　

重方法,求效益:活用函数与方程思想
◉江苏省南菁高级中学　过家福

　　摘要:函数与方程思想是四大数学思想之一,也是高考中的重要考点之一．在解决一些非函数与方程问题

时,借助函数或方程的转化,将不等式、数列、三角函数、平面向量、解析几何与立体几何等相关问题转化为对应

的函数或方程问题,实现化归与转化,进而利用函数或方程来分析与求解,引领并指导复习备考．
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　　作为中学数学中最基本的思想之一———函数与

方程思想,在历年高考数学题中都占有比较大的比

重,各种难易程度、各类题型都可能涉及．利用函数的

概念、性质、运算、图象等来分析、转化与解决问题就

是函数思想;利用数量关系,通过方程、不等式及其二

者的交汇等数学模型的构建来分析、处理与解决问题

就是方程思想．利用函数与方程思想,重在提炼技巧方

法,提升解题效益．

１在不等式中的应用

不等式与函数、方程之间构建特殊的一一对应关

系,利用这个特殊关系,经常可以将不等式问题转化

为相应的函数(或方程)来处理,借助函数的图象与性

质,或方程的解或零点等知识加以巧妙转化,很好用

来处理涉及代数式的大小关系、不等式恒成立以及抽

象不等式等相关问题．
例１　已知实数a 满足０＜a＜１,则a,ae,ea－１

(其中e为自然对数的底数)三者的大小关系正确的

是(　　)．
A．ea－１＜a＜ae　　　　B．ae＜a＜ea－１
C．ae＜ea－１＜a D．a＜ea－１＜ae

分析:根据题目条件,通过构建函数f(x)＝ex －
x－１(x＞０),利用导数研究函数的单调性,进而确定

ea－１与a 的大小关系;再利用指数函数的单调性进

一步确定a 与ae的大小关系即可．
解析:设函数f(x)＝ex －x－１,x＞０,求导则有

f′(x)＝ex－１＞０,所以函数f(x)在(０,＋∞)上是增

函数,且f(０)＝０．
于是f(x)＞０,所以ex－１＞x,即ea－１＞a．
又指数函数y＝ax(０＜a＜１)在 R上是减函数,

所以a＞ae,从而ea－１＞a＞ae．
故选择答案:B．
点评:在解决一些相关的不等式问题中,经常借

助不等式之间的结构特征等形式,利用不等式与函数

或方程之间特殊的对应关系,合理构建相应的函数或

方程,进而借助函数或方程的求解与应用来解决相应

的不等式问题．

２在数列中的应用

数列是一类特殊的函数模型,是涉及项数n 所对

应的正整数的函数模型,特别是相关数列的通项公式

与前n项和公式等函数类问题,可以根据题目条件转

化为对应的函数或方程来处理,解决一些涉及最值或

取值范围的应用问题,注意其中项数n 必须是正整数

这一特殊限制条件．
例２　已知等比数列{an}的前n 项和为Sn,若

a１＝
３
２

,an＋２an＋１＝０,则Sn－
１
Sn

的最大值与最小值

的积为 ．
分析:根据题目条件,结合等比数列的定义确定

对应的公比,通过等比数列的前n 项和公式确定Sn的

表达式,利用参数n 是奇数与偶数的不同情况进行分

类讨论,从而确定函数Sn的单调性及取值范围,进而

求解对应数列关系式的值．

解析:由an＋２an＋１＝０,可得
an＋１

an
＝－

１
２

,所以等

比数列{an}的公比为－
１
２．

由a１＝
３
２

,得Sn＝

３
２ １－( －１

２ )
n

é

ë
êê

ù

û
úú

１－(－
１
２

)
＝１－(－

１
２

)n．

当n为奇数时,Sn＝１＋(１
２

)n,Sn随着n 的增大

而减小,于是１＜Sn≤S１＝
３
２

,故０＜Sn－
１
Sn

≤
５
６．

当n为偶数时,Sn＝１－(１
２

)n,Sn随着n 的增大

而增大,于是
３
４＝S２≤Sn＜１,故－

７
１２≤Sn－

１
Sn

＜０．
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所以Sn－
１
Sn

的最大值与最小值分别为
５
６

,－
７
１２．

因此Sn －
１
Sn

的 最 大 值 与 最 小 值 的 积 为
５
６ ×

(－
７
１２

)＝－
３５
７２．

故填答案:－
３５
７２．

点评:数列是一类定义域为正整数集或其有限子

集的特殊函数,回归本质,借助函数或方程的知识来

解决数列中的相关问题,是破解数列应用问题比较常

见的一种思维方式．只是解题过程中要注意数列问题

中项数n 的取值为正整数,涉及的函数或方程具有离

散性特点．

３在三角函数中的应用

三角函数中有关三角方程根的计算问题、含参的

三角函数或三角方程的求参问题等,经常转化为函数

关系,利用相应函数的图象与性质求解,或转化为方

程问题,利用方程有解的情况来分析与处理．

例３　若方程cos２x－sinx＋a＝０在x∈(０,π
２

]

上有解,则实数a的取值范围是 ．
分析:根据题目条件,可以将对应的含参三角方

程分离参数,结合函数的构建,利用限制条件下的二

次函数的值域求解来确定实数a 的取值范围;也可以

进行换元处理,化方程问题为对应的函数问题,利用方

程在给定区间上有根的条件构建不等式(组)来处理．
解法１:把方程cos２x－sinx＋a＝０变形为a＝

－cos２x＋sinx．

构建函数f(x)＝－cos２x＋sinx,x∈(０,π
２

],则

有f(x)＝－(１－sin２x)＋sinx＝(sinx＋
１
２

)２－
５
４．

由x∈(０,π
２

],得sinx∈(０,１]．结合二次函数的

图象与性质,可得f(x)的值域为(－１,１]．
所以a的取值范围是(－１,１]．
故填答案:(－１,１]．

解法２:令t＝sinx,由x∈(０,π
２

],可得t∈(０,１],

代入方程并整理可得１－t２－t＋a＝０．
依题意则知二次方程t２＋t－１－a＝０在t∈(０,１]

上有实数解．
构建二次函数f(t)＝t２＋t－１－a,可知其图象

是一条开口向上、对称轴为t＝－
１
２

的抛物线,如图１

所示．

图１

那么方程f(t)＝０在(０,１]

上 有 解 等 价 于
f(０)＜０,

f(１)≥０,{ 即

－１－a＜０,
１－a≥０．{

解得－１＜a≤１,所以a 的

取值范围是(－１,１]．
故填答案:(－１,１]．
点评:在解决一些含参的三角函数问题中,经常

可以利用整体化思维或换元思维,将三角函数问题转

化为对应的二次函数或二次方程问题,巧妙利用二次

函数的图象与性质、二次方程根的分布情况等来数形

结合,直观形象地解决相应的三角函数的应用问题,
实现问题的合理转化与巧妙破解．

４在平面向量中的应用

有关平面向量中的模或夹角的计算问题、参数的

求值或取值范围问题等,经常结合平面向量的数量积

公式,或利用坐标法等,化归转化为对应的函数关系,
借助相关函数的图象与性质来分析与求解．

例４　设向量a
→,b

→
满足|a|＝|b|＝１,a·b＝

１
２

,

则|a＋xb|(x∈R)的最小值为 ．
分析:根据题目条件,通过对所求平面向量的模

进行平方处理,结合数量积公式加以展开,转化为关

于x 的二次函数问题,利用二次函数的图象与性质来

确定相应的最值问题即可．
解析:由于|a＋xb|２＝a２＋２xa·b＋x２b２＝x２＋

x＋１＝(x＋
１
２

)２＋
３
４

,因此当x＝－
１
２

时,|a＋xb|

取得最小值
３
４ ＝

３
２．

故填答案:３
２．

点评:有关平面向量模的问题,通常利用平方法

处理,将平面向量问题转化为对应的平面向量的数量

积问题,从而构建函数或方程模型,利用函数与方程

的思想来合理转化与巧妙破解．在解决一些最值或取

值范围问题中经常用到此思想方法．

５在解析几何中的应用

涉及解析几何中有关直线与圆锥曲线位置关系

的问题,经常借助联立方程组,转化为对应的方程问

题,利用相关的求值合理构建相应的函数等．例如,解
决一些涉及长度、角度、代数式等要素的最值、取值范

围等相关问题,以及定点、定值的判断与证明等问题

时,经常离不开函数与方程思想．

７４
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例５　已知椭圆C:x
２

a２ ＋
y２

b２ ＝１(a＞b＞０)和点

M(a
２－b２

a
,０),若存在过点 M 的直线交C 于P,Q 两

点,满足PM→＝λMQ→(０＜λ＜
１
２

),则椭圆C 的离心率

的取值范围是(　　)．

A．(０,２
２

)．　　　　B．(
３
３

,２
２

)

C．(
３
３

,１) D．(
２
２

,１)

分析:根据题目条件,设 T(x,y)是椭圆C 上的

任一点,利用平面上两点间的距离公式构建|TM|２的

函数关系式,结合关于x 的二次函数的单调性,将问

题进一步转化为
|A２M|
|MA１|

＜
１
２

,进而确定椭圆C 的离

心率的取值范围．
解析:设 T(x,y)是椭圆 C 上的任一点,而 M

(c
２

a
,０),则|TM|２＝(x－

c２

a
)２＋y２＝

c２

a２x２－
２c２

a x＋

c４

a２＋b２,所以|TM|２在x∈[－a,a]上单调递减．

设A１ (－a,０),A２ (a,０)．由 题 意 可 知,只 要

|A２M|
|MA１|

＜
１
２

即可．

由
|A２M|
|MA１|

＜
１
２

,得
a－

c２

a
c２

a＋a
＜

１
２

,则有a２＜３c２,所

以
３
３＜e＜１．

故选择答案:C．
点评:解决解析几何中范围问题的关键是通过直

线、曲线等相关方程的转化,构建对应的函数或方程

关系,借助函数的基本性质、方程有解的条件等构建

相关关系式,进而求解最值、取值范围、定点、定值等

相关解析几何问题．
事实上,函数与方程思想在其他相关知识中的用

处也是非常大,主要是根据题意,构造恰当的函数,利
用函数基本性质或函数图象加以解决;或建立相应的

方程,利用方程的解、方程有根的条件的推理分析等．
从不同层面加以化归转化,化难为易,化生为熟、化繁

为简,从而解决一些相关的综合与应用问题．Z
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　　例３　已知f(x)＝
４x

４x＋２
,求f

１
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋f

２
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

……＋f
２０１９
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋f

２０２０
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的值．

解析:由题意可知,函数f(x)＝
４x

４x＋２
的图象关

于点(１
２

,１
２

)中心对称,则f(x)＋f １－x( ) ＝１．令

S ＝ f
１

２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ f

２
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ …… ＋

f
２０１９
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋f

２０２０
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

倒序得

S＝f
２０２０
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋f

２０１９
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋……＋f

２
２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

f
１

２０２１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

两式相加,得２S＝２０２０．故S＝１０１０．

例４　设函数f(x)＝
２０１１x＋１＋２０１０

２０１１x＋１ ＋２０１２．

sinx ,(x∈[－
π
２

,π
２

])的最大值为 M,最小值为 N,

那么 M＋N＝ ．

解析:f(x)＝
２０１１x＋１＋２０１０

２０１１x＋１ ＋２０１２sinx

＝２０１１－
１

２０１１x＋１＋２０１２sinx．

令g(x)＝２０１１－
１

２０１１x＋１
,h(x)＝２０１２sinx．

如前所述,则g(x)显然以(０,４０２１
２

)为对称中

心,且在[－
π
２

,π
２

]上为增函数．

而y＝sinx 在x∈[－
π
２

,π
２

]上也为增函数且为

奇函数,所以f(x)在x∈[－
π
２

,π
２

]上为增函数．

故 M＝f
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,N＝f －

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

又h π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋h －

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝０,g

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋g －

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝４０２１．

故 M ＋ N ＝f
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋f －

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝g

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

g －
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝４０２１．

总之,以上内容最大限度地挖掘了教材中函数奇

偶性在研究函数图象对称性上的应用,并对指数型分

式函数模型的图象特点作了深入全面的研究,挖掘了

教材内涵．Z
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