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摘 要 ： 本文从 Ｈ ＰＭ 视 角 出 发 ，
以 两 个计数原 理教 学 内 容 为 基础 设计

“

问 题 串
”

， 来构 建一 个 新 的课 堂

教 学 方 法 ， 该 方 法使 用
“

问 题 串
”

引 导 学 生 学 习 、 思 考 与 探 究 ， 将数 学 史 与 两 个计数原 理 知识 相 结 合 ， 提升 学

生 的 学 习 兴趣 ， 营造 良好 的 学 习 氛 围 ， 为 实 际数 学教 学 方 法提供一 定 的 参考 ．
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１ ． 相 关理论的 阐 述

１ ． １ Ｈ ＰＭ 理论

Ｈ ＰＭ （ 
Ｈ ｉ ｓ ｔｏ ｒｙａｎｄＰ ｅｄ ａｇｏｇ ｙｏ ｆＭ ａ ｔｈ ｅｍａ ｔ ｉ ｃ ｓ ）

是数学史与数学教育关 系 的 简称 ， 是数学教育 的 一

个方 向 ， 是对数学史 与 数学 文化 的 研究 ． 近年来 ，

Ｈ ＰＭ 的教育价值得 到 了 充分肯定 ． 汪 晓 勤 教授 为

首 的 团 队研究 的 Ｈ ＰＭ 视 角 下 的 数学教 学理论框

架
［

１
］

， 这对数学史料 的选取及融人有很大 的 指导作

用 ． 这套理论可 以用
“
一

、二 、 三 、 四 、 五 、 六
”

来概括 ：

“
一

”

是
“
一个历史 视 角

， ，
［
２
］

，

“

二
”

是 两 座 桥 梁
［

３
］

，

“

三
”

是 三维 目 标
［ ４ ］

，

“

四
”

是 数学史融人数学教 学

的 四种 方式
［ ５ ］

，

“

五
”

是 数学史融 人数学教育 的 五

个原则
Ｍ

，

“

六
”

是 Ｈ ＰＭ 的 六类教育价值Ａ 同 时 ，

基于 Ｈ ＰＭ 视角 下 的 数学教学设计原则 、 数 学史 的

融入方式 、 数学史 的 教 育 价值 ， 结合 Ｈ ＰＭ 的 教 学

实践经 验 ， 设计 出 四 个对 Ｈ ＰＭ 课 例 进 行 评 析 的

指 标
［
８

］

．

随着时代 发展 ，
Ｈ ＰＭ 融 人数学课堂教 学是 一

种 目 标 ， 也是课堂教学 的 新形势 ． 在实 际教学 中 ， 教

师不能生硬地将数学史融人课堂教学 中 ， 而要 以
“

问

题 串
”

形式 ， 用
“

问题 串
”

带动学生思考 ， 用
“

问题 串
”

带动学生学 习 ， 用
“

问题 串
”

展现数学 冰冷语言下 的

火热思想
［ ９ ］

．

１ ． ２
“

问题 串
”

理论

目 前 ， 学术界对
“

问题 串
”

的 定义并不统一 ． 通

过查 阅相关文献可知 ，

“

问题 串
”

能够帮 助 学生在 问

题 中 学 习 知 识 ， 理解 知 识 ， 运用 知识 ， 建 构 知 识框

架
［
１ ° ］

． 在实际教学 中 ， 将一 系 列 问题进行重新设计 ，

重新排列 组合 ， 编 制
“

问题 串
”

， 让学生 在
“

问 题 串
”

中 学 习 ， 在
“

问题 串
”

中 思考 ， 在
“

问题 串
”

中 找寻数

学学 习 的意义 ． 同 时 ，

“

问题 串
”

的设计不能 主观化 ，

需要从客观角 度进行设计 ， 更需要相关理论 的支撑 ．

通过查 阅相关文献可知 ，

“

问题 串
”

的设计需要遵循

以下理论 ：

（ １ ）

“

问题 串
”

的设计要遵循深度学 习 原理
［ １ １ ］

．

张佳淳 、 汪 晓勤
［

１ ２ ］

提 出 基于深度学 习 原理与学生 的

心理认知设计
“

问 题 串
”

；

Ｇ ｏ ｌ ｄｍ ａｎ 和 Ｐ ｅ ｌ ｌ ｅ ｇ ｒ ｉ ｎｏ
［ １ ３

］

则归 纳 了深度学 习 原理下 的 四个学 习 原则 ， 认为学

生 的先验知识 、知识 的 内容 、知识的组织 以及元认知

过程有助于增强学生 的学 习 能力 ．

（ ２ ）

“

问 题 串
”

的 设 计 要 遵 循 最 近 发 展 区 原

理
［

１ ４
］

． 问题 的设计不仅要立 足 实 际 ， 还要符合学生

的心理发展 ． 基于维果斯基提 出 的
“

最近发展 区
”

原

理可知 ， 设计 的 问题需要满足学生 的最近发展区 ， 搭

建知识 的
“

脚手架
”

帮助学生攀越知识高峰 ．

（ ３ ）

“

问题 串
”

的设计要遵循
“

三个步骤 王先

进教授
［ １ ５ ］

认为 问题 的 有机 串 联能够达到 问题教学

的最大化效果 ， 他提 出 ：

“

问 题 串
”

的设计需要 首先

按认知规律设置教学步骤 ， 根据关键步骤设计
“

问题

串
”

； 然后按 阶段任务设置教学环节 ， 根据 目 标指 向

设计
“

问题 串
”

； 最后按教材 内 容提取教学要点 ， 根据

要点进行设计 ．

２ ． 高 中 数学课程标准 中 的 两个计数原理

高 中 数学课程分为 必修 、 选 择性必修和选修课

程 ， 函数 、 几何与代数 、 概率与统计 、数学建模活动与

数学探究 活 动 四 条知识 主 线 贯 穿 高 中 数学课程 内

容
［

１ ６
］

．

“

计数原理
”

安排在选择性必修课程 中 ， 其 内

容包括两个计数原理 ， 分别是分类加 法计数原理与

分步乘法计数原理 ． 两个计数原理 的教 与学 的 要求

如表 １ 所 ｔｋ
［ １ ７ ］

：
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表 １计数 原 理 的 教 学 要 求 表

内 容要求 教学提示 学业要求

通过实 例 ，

了 解 分 类

加 法 计 数

原理 、分步

乘 法 计 数

原 理 及 其

意义 ？

１ ． 教 师通 过典 型 案 例

开展教学 活动 ， 案 例 的

情景应是丰 富 的 、有趣

的 、 学 生 熟 悉 的 ． 在 案

例教学 中 需 要 重视 过

程 ， 层 次 清 楚 ， 从具体

到 抽 象 ， 从 实 际 到

理论 ．

２ ． 在计数原 理 的 教学

中 ， 应 结 合 具体情 境 ，

引 导学 生 理 解 许 多 计

数 问 题 可 以 归 结 于 分

类和分步两类 问题 ， 引

导学生 根 据计数原 理

分析 问题 、解决 问题 ．

１ ． 能 够结合具 体 实 例 ，

识别 和理解分类 加 法计

数原理 和分步乘法计数

原理及 其作 用 ， 并 能 够

运用这些原理解 决简单

的实际 问题 ．

２ ． 能 够结合具 体 实 例 ，

理解排列组合与两个计

数原理 的 关 系 ， 并 能 够

解决 简 单 的 实 际 问 题 ，

特别是概率 中 的 问题 ．

３ ． 重 点 提 升数 据分析 、

数学建模 、逻辑推理 、 数

学 运 算 和 数 学 抽 象

素养 ．

３ ． 教材 中 的 两个计数原理

在人教 Ａ 版高 中数学教材 （ ２ ０ １ ９ 年 ） 选择性必

修三 的第一章第一节
“

分类加法计数原理 与 分步乘

法计数原理
”

中 ，计数原理 内 容 由 三部分组成 ， 分别

是分类加法计数原理 、 分步乘法计数原理及两个计

数原理的结合 ． 教材首先 以
“

当 问 题 中 的数量 很 大 ，

一个个列举 的方法效率不高 ， 能 否 设计巧 妙 的
‘

数

法
’

以 提高效率
”

引 人两种计数原理的学 习 ． 对于分

类加 法计数原理 ， 教材通过 问题
“

用一个大写英文字

母或一个阿拉伯数字 给教室 里 的
一个座位编号 ， 总

共能编 出 多少种不 同 的号码 ？

”

进行学 习 ， 分析这个

问题 的特征 ，得 出分类加法计数原理的定义及特点 ．

对于分步乘法计数原理 ， 教材通过 问题
“

用前六个大

写英文字母和 １
？ ９ 这九个阿拉伯数字 ， 以 ，

Ａ
２ ，

…

，
Ａ

９ ， 玖 ，
Ｂ

Ｚ ，

…

的方式给教室里 的一个座位编号 ，

总共能编 出 多少种不 同 的号码 ？ 

”

进行学 习 ， 分析这

个 问题 的特征 ， 得 出 分步乘法计数原理 的 定 义及特

点 ． 然后 ． 通过例题对两个计数原理进行练 习 ， 让学

生 总结归纳两个计数原理 的使用 条件 ， 并进行对 比 ，

找 出 二者 的 区别与联 系 ． 最后 ， 教材给 出 了两个计数

原理 的联 系 与 区别 以及使用条件 ．

两个计数原理 的课堂教学 ， 重在 引 导学生学 习

两个计数原理 ， 寻找其 区别与联 系 ． 虽然两个计数原

理均是完成一件事 的方法种数 ， 但是二者既存在 区

别 ， 亦存在联系 ． 教师需要从学生视 角 出 发 ， 考虑学

生 的心理认知与学 习 能力 ， 给 出 符合学生认知水平

与能 力要求 的教学设计 ．

我们尝试改变传统
“

以 教材 为 主 、 以 习 题为 主 、

以考试为 主
”

的教学方式 ， 提 出 基于 Ｈ ＰＭ 视 角 用
“

问题 串
”

引 导学生学 习本节 内 容 的 新教学方式 ， 帮

助学生建构知识框架 ， 认识本节的核心 内 容 ， 促使课

堂呈现一个 良好 的教学效果 ．

４ ． 基 于 Ｈ ＰＭ 设计两个计数原 理 的
“

问题 串
”

本文从 Ｈ ＰＭ 视 角 出 发 ， 以 两个计数原理 内 容

为基础 ， 基于
“

问 题 串
”

设计 的 三个原理重新选择 、

编制数学 问题 ， 形成
“

问题 串
”

， 引 导学生学 习 本节 内

容 ， 完成两个计数原理 的教学 ．

４ ． １ 问 题 的 引 入

通过查 阅 相关文献及数学史料可知 ， 历史上著

名 的
“

哥尼斯堡七桥 问 题
”

与 两个计数原理关 系 密

切 ， 其 内 容是 ： 在哥德 的诞生地普鲁士哥尼斯堡城有

一座奈霍夫 岛 （ 岛 Ａ ）
， 普雷格尔河 的两条支流绕它

流过 ， 那 里 有 ７ 座 桥 （ ａ 、 ｂ 、 ｃ 、 ｄ 、 ｅ 、 ｆ 、 ｇ ） 跨过 两 条 支

流 ， 问 ：

一个人能否计划一次散步 ， 使得每一座桥都

通过一次而且仅仅一次 ？

［ ｌ ｓ ］

这个 问 题令许多 数学家 困 惑不 已 ． 大数学家欧

拉直接将本 问题转化为
“
一笔 画

”

问 题 ， 并成功地解

决 了此 问题 ． 通过欧拉 的 解 法 ， 本 题可 以 简化为 ： 现

有 Ａ 、 Ｂ 、 Ｃ 、 Ｄ 四个点 ， 点 之 间 的连线是可 以 走 通 的 ，

在什么 情况 下 ， 可 以 通过 不 重 复 的 方式走 完 所 有

的点 ？

图 ２
“
一 笔 画

”

问 题 简 图

通过不断地研究与探索 ， 可 以 发现
“

哥尼斯堡七

桥 问 题
”

是不可 解 的 ． 因 为题 目 的 要求 是不重复地

走完所有 的点 ， 那 么 通 到每个点 的 线路必须是两条

线路或 四条路线 ， 即 线路 的条数必须是偶数 ． 然 而 ，

此题通到每个点 的线路均是单数 ， 因 此不存在一次

性走完 的情况 ， 故本题无解 ． 欧拉是最早发现这个结

果 的数学家 ． 他 的发现也开创 了 数学 的 一个新分支

图论 ．

４ ．２ 问 题 的 改编

由 于这题 的解答方法与两个计数原理教学要求
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有些差别 ， 所 以教师不可直接运用此题进行教学 ． 于

是 ， 本节课 的 目 标不是 为研究这个
“
一笔 画

”

问题 ，

而是借本题研究两个计数原理 ， 因 而将本题进行改

编 ， 使之更贴合于两个计数原理的教学要求 ．

改编后 的 问题为 ： 现有 Ａ 、
Ｂ

、
Ｃ

、
Ｄ 四个点 ，

Ａ 是

起点 ，
Ｄ 是终点 ，

Ｂ
、 Ｃ 均是 中 转站 ． 如 图 ３

， 每条线路

上标注 的数字表示本线路包含方法种类 ， 如 Ａ Ｂ
，

可 以 选择一条包含 ２ 种方法 的线路 ， 也可 以 选择一

条包含 ３ 种方法 的线路 ， 其余路线依此类推 ．

ｃ ｃ

图 ３ 图 ４

基于历史上著名 的
“

哥尼斯堡七桥
”

问题 ， 将之

改编成符合学生认知水平 与 学 习 能力 的题 目 ， 帮 助

学生学 习两个计数原理 ．

４ ．３
“

问题 串
’ ’

的设计

针对不 同 的教学 内容 ， 考虑设计三个问题 ， 问题

１ 与分类计数原理相联系 ， 问题 ２ 与分步计数原理相

联系 ， 问题 ３ 与两个计数原理混合运用相联系 ．

问题 １ 需要与分类加 法计数原理相结合 ， 用本

题引 出分类加法计数原理 的定义 、 特点 以及使用条

件 ． 分类加法计数原理是完成一件事 的方案 ， 通过将

不 同方案 的结果相加得到最终结果 ． 因此 ， 本题 的 问

题设计需要涉及到
“

分类
”

、

“

不 同 方案
”

、

“

或
”

等情

况 ， 让学生学 习分类加法计数原理的独特之处 ． 问题

设计为 ：

问题 １如 图 ３
，
Ａ Ｂ 的方法一共有 多 少 种 ？

Ａ Ｃ 的方法一共有多少种 ？

此题主要是让学生认识分类加法计数原理 ． 由

条件可知 ，
Ａ Ｂ 的方法种类是 ２

＋ 
３
＝

５
；

Ａ Ｃ 的方

法种类是 ４ ＋ ５
＝

９ ． 解答此题时 ， 学生可 以充分理解

分类加法计数原理 的
“

或
”

字原则 ， 明 确该计数原理

是一个分类 的过程 ，是将每种类型 的方法数相加 ， 从

而得到最后 的结果 ． 通过探究本题 ， 学生知道分类加

法计数原理 的定义 ， 即 完成一件事有两类不 同 的方

案 ， 在第 １ 类方案 中有 ｍ 种不 同 的方法 ， 在第 ２ 类方

案 中 有 《 种不 同 的方法 ， 那 么完成这件事共有 Ｎ
＝

ｍ＋？ 种 不 同 的 方 法 ． 当 题 目 中 出 现
“

有 选 择 性

的
” “

或
”

等条件时 ， 可 以使用分类加法计数原理 ．

问题 ２ 需要与分步乘法计数原理相结合 ， 用本

题引 出 分步乘法计数原理 的定义 、 特点 以及使用条

件 ． 分步乘法计数原理是完成一件事需要 的步骤 ， 通

过将统一方案下 的不 同步骤 的结果进行相乘得到最

后 的结果 ． 因 此 ， 本题 的 问 题设计需 要 涉及 到
“

分

步
”

、

“

不 同步骤
”

、

“

和
”

等情况 ， 让学生 学 习 分步乘

法计数原理 的独特之处 ． 问题设计为 ：

问 题 ２如 图 ４
， 
Ａ Ｄ 的路线一共有几条 ？每条

路线 的方式分别是几种 ？

此题主要是让学生认识分步乘法计数原理 ． 由

条件可 知 ，
Ａ Ｄ 的 路线共有 两 条 ， 其 中 ，

Ａ Ｂ Ｄ

路线 的方式是 ２Ｘ４
＝

８
；
Ａ Ｃ Ｄ 路线 的方式是 ３

Ｘ５＝１ ５ ． 解答此题时 ， 学生可 以充分理解分步乘法

计数原理是一个分步 的过程 ， 是将每种 类 型进行相

乘 ， 从而得到最后 的结果 ． 通 过探究本题 ， 学生 知 道

分步乘法计数原理 的 定义 ， 即 完成一件事需 要两个

步骤 ， 做第 １ 步有 ？ｗ 种不 同 的方法 ， 做第 ２ 步有 ｗ 种

不 同 的方法 ，那么完成这件事共有 Ｎ
＝

 ７ＷＸＷ 种不

同 的方法 ． 当 题 目 中 出 现
“

有 步 骤 的
” “

和
”

等条件

时 ， 则可 以使用分步乘法计数原理 ．

问题 ３ 是两个计数原理 的结合使用 ， 用本题 引

出 两个计数原理 的 区别 与联 系 ． 本题既可 以 让学生

接触并解决两个计数原理相结合 时 的 问 题 ， 从而更

深入地理解两个计数原理 的 内 涵及特点 ； 也可 以 让

学生掌握两个计数原理 的 异 同 点 ， 面对不 同 类 型 的

计数原理 问题可 以做 出 区分 ， 为后 面排列组合 与二

项式定理 的 内 容做好铺垫 ． 问题设计为 ：

问题 ３如 图 ３
，
Ａ Ｄ 的方法一共有多少种 ？

此题既包含分类加法计数原理也包含分布乘法

计数原理 ， 主要是考察两个计数原理相结合 的情况 ．

首 先 ，
Ａ Ｄ 的 路 线 有 二 类 （ Ａ Ｂ Ｄ

， 直 接

Ａ Ｄ
， 
Ａ Ｃ Ｄ ） ， 这 明 显是分类 加 法 冋 题 ； 其次 ，

路线 Ａ Ｂ Ｄ 的方法种类是 由 路线 Ａ Ｂ 与路线

Ｂ Ｄ 的方法种类相乘 的结果 ， 这 明显包含分步乘法

计数原理 ，其 中 Ａ Ｂ 需要分类加法计数原理 ， 于是

可得 Ａ Ｂ Ｄ 的方法种类是 （ ２ ＋ ３ ）Ｘ ４
＝

２ ０ ． 同理

可得 ，
Ａ Ｃ Ｄ 的方法种类是 （ ４＋５ ）Ｘ３＝２ ７

； 然

后 ， 直接 Ａ Ｄ 路线 的方法种类是 ３ 种 ． 故 Ａ Ｄ 的

不 同方法共有 ２ ０＋ ２ ７＋３
＝
５ ０ 种 ．

本题可 以让学生 区分两个计数原理 ， 判别二者

不 同 的使用条件 ， 归纳整理二者的 区别与联系 ．

通过 以上步骤 ， 基于三类 问题 ， 引 导学生对两个

计数原理 内 容进行学 习 ， 帮助学生构建知识框架 ， 解

决学生 的疑难 问题 ， 增强学 习 的 内 驱力 ．

在课堂小结部分 ， 师生共 同 回顾本节所学 的两

个计数原理 内 容 ． 学生能够 自 主梳理 出 两个计数原

理 的 区别与联系 ， 注意使用两个计数原理解决计数
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问题时 ， 最重要 的是在开始前仔 细分析 出 是
“

分类
”

问题还是
“

分步
”

问题
［ １ ９

］

．

５ ． 结语

本文从 Ｈ ＰＭ 视角 ， 运用
“

问题 串
”

的 形式 引 导

学生探究两个计数原理 的 内 涵 、特点及使用条件 ， 将

数学史融人数学课堂 ， 将数学史 变 为数学教 学 的 材

料 ， 使之成为教学效果 的影 响 因 素之
一

， 令数学史发

挥 出 它 自 身 的价值
［ ２ °

］

．

从 Ｈ ＰＭ 的价值看 ， 本节课达到 的 价值有 ： （ １ ）

知识之谐 ， 以 学生 的认知心理与学 习 能力 为基础 ， 帮

助学生构建两种计数原理 的 知识框架 ， 符合学生 的

知识构建过程 与认知能力 ；
（ ２ ） 方法之美 ． 通过课上

展示早期数学家如何解决 问题 ， 提供解决 问题 的 思

维模式 ， 打开学生对数学难题的认知维度与广度 ， 开

展启 发式教 学 ， 提升 学 生 的 学 习 能 力 ；
（ ３ ） 能 力 之

助 ． 本节课 以 数学史料为主 ， 重新编制 问题 ，设计
“

问

题 串
”

， 提升学生 的逻辑推理 、 数学运算 和数学抽象

素养 ．
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