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【本课在课程标准中的表述】
1.理解函数的零点与方程的解的联系；2.理解函数零点存在性定理，并能简单应用；3.了解用二分法求方程的近似解．
【课前热身】

1. 函数f(x)＝x－x的零点个数为(　　)
A．0　　　　B．1         C．2          D．3
解析 选B　法一：定理法     ∵f(0)＝－1，f(1)＝，
∴f(0)f(1)<0，故函数f(x)在(0,1)上至少存在一个零点，又∵f(x)为增函数，∴f(x)的零点个数为1.


[image: Q78]法二：图象法  令f(x)＝0，得x＝x，在平面直角坐标系中分别画出函数y＝x与y＝x的图象(图略)，可得交点只有一个，∴函数f(x)的零点只有1个，故选B.
2. 函数f(x)＝|x－2|－ln x在定义域内的零点的个数为(　　)
A.0     B.1      C.2       D.3
答案　C
解析　由题意可知f(x)的定义域为(0，＋∞)，在同一直角坐标系中画出函数y1＝|x－2|(x>0)，y2＝ln x(x>0)的图象，如图所示.由图可知函数f(x)在定义域内的零点个数为2.
3. 已知函数f(x)＝为奇函数，g(x)＝ln x－2f(x)，则函数g(x)的零点所在区间为(　　)
A.(0，1)  	B.(1，2) 	 C.(2，3)  	   	D.(3，4)
答案　C
解析　由函数f(x)＝为奇函数，可得a＝0，则g(x)＝ln x－2f(x)＝ln x－.
又g(2)＝ln 2－1<0，g(3)＝ln 3－>0，所以g(2)·g(3)<0. 故函数g(x)的零点所在区间为(2，3).
4. (多选)(2021·衡水检测)已知函数f(x)＝若 x1＜x2＜x3＜x4，且f(x1)＝f(x2)＝f(x3)＝f(x4)，则下列结论正确的是(　　)
A.x1＋x2＝－1  		B.x3x4＝1    C.1＜x4＜2  		D.0＜x1x2x3x4＜1
答案　BCD
解析　由函数f(x)＝作出其函数图象：
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\WROD\3A7.TIF]
由图可知，x1＋x2＝－2，－2＜x1＜－1；当y＝1时，|log2x|＝1，有x＝，2，
所以＜x3＜1＜x4＜2；由f(x3)＝f(x4)，有|log2x3|＝|log2x4|，即log2x3＋log2x4＝0，
所以x3x4＝1，则x1x2x3x4＝x1x2＝x1(－2－x1)＝－(x1＋1)2＋1∈(0，1).故选BCD.
5．函数f(x)＝ax2－x－1有且仅有一个零点，则实数a的值为(　　)
A．－    B．0    C.    D．0或－
答案　D
解析　当a＝0时，f(x)＝－x－1，令f(x)＝0得x＝－1，故f(x)只有一个零点为－1.
当a≠0时，则Δ＝1＋4a＝0，∴a＝－.
综上有a＝0或－.
6．若函数f(x)＝ax＋b有一个零点2，则函数g(x)＝bx2－ax的零点是________．
答案　0，－
解析　由题意知2a＋b＝0，则b＝－2a，
令g(x)＝bx2－ax＝0，得x＝0或x＝＝－， 所以g(x)的零点为0，－.

 【知识梳理】



【典例探究】
考法一　判断函数零点所在的区间
例1. （1）函数f(x)＝x＋ln x－3的零点所在的区间为(　　)
A．(0,1)　   B．(1,2)      C．(2,3)    	D．(3,4)
（2）设函数y＝x3与y＝()的图象的交点为(x0，y0)，若x0∈(n，n＋1)，n∈N*，求n的值.
答案：　（1）C      （2）1
解析：（1）法一：利用零点存在性定理
[image: ]因为函数f(x)是增函数，且f(2)＝ln 2－1<0，f(3)＝ln 3>0，所以由零点存在性定理得函数f(x)的零点位于区间(2,3)内，故选C.
法二：数形结合
函数f(x)＝x＋ln x－3的零点所在区间转化为g(x)＝ln x，h(x)＝－x＋3的图象的交点横坐标所在范围．如图所示，可知f(x)的零点在(2,3)内．
（2）令f(x)＝x3－(). 因为f(1)＝－1＜0，f(2)＝7＞0，
  又f(x)的图象在R上连续不断且f(x)是R上的增函数，所以由零点存在性定理知，
  f(x)有惟一零点在区间(1，2)中，故n的值是1.

考法二 判断函数零点的个数
例2  (1)函数f(x)＝2x＋x3－2在区间(0,1)内的零点个数是(　　)
A．0      B．1      C．2      D．3
答案　B
解析　方法一　∵f(0)f(1)＝(－1)×1＝－1<0，且函数在定义域上单调递增且连续，
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-114.TIF]∴函数f(x)在区间(0,1)内有且只有1个零点．
方法二　设y1＝2x，y2＝2－x3，
在同一坐标系中画出两函数的图象如图所示，
在区间(0,1)内，两图象的交点个数即为f(x)的零点个数．
故函数f(x)在区间(0,1)内有且只有1个零点．
(2)已知函数y＝f(x)是周期为2的周期函数，且当x∈[－1，1]时，f(x)＝2|x|－1，则函数F(x)＝f(x)－|lg x|的零点个数是(　　)
A．9      B．10      C．11      D．18
答案　B
解析　由函数y＝f(x)的性质，画出函数y＝f(x)的图象，如图，再作出函数y＝|lg x|的图象，
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-115.TIF]由图可知，y＝f(x)与y＝|lg x|共有10个交点，
故原函数有10个零点．

变式：（1）函数y＝lg|x|－sin x的零点个数为________．
答案　6
解析　在平面直角坐标系中，分别作出y＝lg|x|与y＝sin x的图象，
如图所示，
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-117.TIF]
由图可知，两函数图象共有6个交点，故原函数有6个零点．
（2）已知f(x)＝则函数y＝2f2(x)－3f(x)＋1的零点个数是______.
答案　5
解析 由2f2(x)－3f(x)＋1＝0，得f(x)＝或f(x)＝1，作出函数y＝f(x)的图象如图所示．由图象知y＝与y＝f(x)的图象有2个交点，y＝1与y＝f(x)的图象有3个交点．因此函数y＝2f2(x)－3f(x)＋1的零点有5个．
[image: 119.tif]

考法三　根据函数零点研究参数范围
命题点1　根据函数零点个数求参数
例3 已知函数f(x)＝(a∈R)，若函数f(x)在R上有两个零点，则实数a的取值范围是(　　)
A．(0,1]  	B．[1，＋∞)
C．(0,1)  	D．(－∞，1]
答案　A
解析　画出函数f(x)的大致图象如图所示．因为函数f(x)在R上有两个零点，所以f(x)在(－∞，0]和(0，＋∞)上各有一个零点．当x≤0时，f(x)有一个零点，需0<a≤1；当x>0时，f(x)有一个零点，需－a<0，即a>0.综上，0<a≤1.
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-118.TIF]
变式：已知λ∈R，函数f(x)＝若函数f(x)恰有2个零点，则λ的取值范围是________.
答案 (1，3]∪(4，＋∞)
解析[image: 4S257]令f(x)＝0，当x≥λ时，x＝4，当x<λ时，x2－4x＋3＝0，解得x＝1或x＝3.
因为函数f(x)恰有2个零点，结合如图函数的图象知，1<λ≤3或λ>4. 




命题点2　根据函数零点范围求参数
例4 函数f(x)＝x·2x－kx－2在区间(1,2)内有零点，则实数k的取值范围是________．
答案　(0,3)
解析　令f(x)＝0，∴x·2x－kx－2＝0，即k＝2x－，
即y＝k与φ(x)＝2x－，x∈(1,2)的图象有交点，
又φ(x)＝2x－在(1,2)上单调递增，且φ(1)＝0，φ(2)＝3.
∴0<k<3.
命题点3　数形结合法求解函数零点问题
例5 （1）若函数f(x)＝|logax|－2－x(a>0且a≠1)的两个零点是m，n，则(　　)
A．mn＝1  	B．mn>1
C．0<mn<1  	D．以上都不对
答案　C
解析　由题设可得|logax|＝x，不妨设a>1，m<n，画出函数y＝|logax|，y＝x的图象如图所示，
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-119.TIF]
结合图象可知0<m<1，n>1，且－logam＝m，logan＝n，以上两式两边相减可得loga(mn)＝n－m<0，所以0<mn<1，故选C.
（2） (2021·湖南雅礼中学检测)已知函数f(x)＝若关于x的方程f(x)＝2a(a∈R)恰有两个不同的实根，则实数a的取值范围为(　　)
A.  	B.
C.∪(1，＋∞)  	D．R
[image: C:\Users\Administrator\Desktop\备课素材\步步高\L2-120.TIF]答案　C
解析　作出函数f(x)的图象如图，
因为关于x的方程f(x)＝2a恰有两个不同实根，
所以y＝2a与函数y＝f(x)的图象恰有两个交点，结合图象，
得2a>2或<2a≤1. 解得a>1或<a≤. 



【课堂小结】
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1. 已知f(x－2)＝ln x－，且f(x0)＝0，则x0所在的区间为(　　)
A. (0,1)  	B. (1,2)
C. (2,3)  	D. (4,5)
1. A　【解析】  由f(x－2)＝ln x－，则f(x)＝ln(x＋2)－，根据单调性的性质可知f(x)＝ln(x＋2)－是定义域上的增函数，故f(x)在定义域内最多有一个零点．又f(0)＝ln 2－1<0，f(1)＝ln 3－>0，所以存在x0∈(0,1)，使得f(x0)＝0.
2. (2021·济南质检)已知函数f(x)＝x－cos x，则f(x)在[0,2π]上的零点个数为(　　)
A. 1 	B.  2 
C. 3 	D. 4
2. C　【解析】  如图，作出g(x)＝x与h(x)＝cos x的图象，可知其在[0,2π]上的交点个数为3，所以函数f(x)在[0,2π]上的零点个数为3.
[image: XHZ21-YLTGSX78.tif]
3. 已知函数f(x)＝若函数F(x)＝f(x)－a2＋a＋1(a∈R)总有零点，则a的取值范围是(　　)
A. (－∞，0)∪(1，＋∞)  	B.  [－1,2) 
C.  [－1,0)∪(1,2]  	D.  [0,1]
3. A　【解析】   由F(x)＝0，得f(x)＝a2－a－1，因为函数f(x)的值域为(－1，＋∞)，所以a2－a－1>－1，解得a<0或a>1.
4. (2021·泰安调研)已知关于x的方程＝a|x|有三个不同的实数解，则实数a的取值范围是(　　)
A. (－∞，0) 	B. (0,1)
C. (1，＋∞) 	D. (0，＋∞)
4.  C　【解析】   方程＝a|x|有三个不同的实数解等价于函数y＝与y＝a|x|的图象有三个不同的交点．在同一平面直角坐标系中作出函数y＝与y＝a|x|的图象如图所示，由图易知a>0.当－2<x<0时，设函数y＝a|x|＝－ax的图象与函数f(x)＝的图象相切于点(x0，y0)，因为f′(x)＝－，则有解得a＝1，由图可知，实数a的取值范围为(1，＋∞)．
[image: 129.tif]
5. （多选）已知f(x)是定义在R上的奇函数，当x≥0时，f(x)＝x2－3x，则函数g(x)＝f(x)－x＋3的所有零点为(　　)
A. 1 	B. 3 
C. 2－ 	D. －2－
5.  ABD　【解析】  若x＜0，则－x＞0，所以f(－x)＝(－x)2＋3x＝x2＋3x，又因为f(x)是定义在R上的奇函数，所以f(x)＝－f(－x)＝－x2－3x.当x≥0时，g(x)＝x2－4x＋3，令g(x)＝0，即x2－4x＋3＝0，解得x＝1或x＝3.当x＜0时，g(x)＝－x2－4x＋3，令g(x)＝0，即x2＋4x－3＝0，解得x＝－2＋＞0(舍去)或x＝－2－.综上，函数g(x)有三个零点，分别为1,3，－2－.
6. （多选）(2021·德州调研)已知函数f(x)＝若函数g(x)＝f(x)－m恰有2个零点，则实数m可以是(　　)
A. －1  	B. 0 
C. 1  	D. 2
6. ABC　【解析】  在同一平面直角坐标系中作出y＝f(x)与y＝m的图象如图所示，由图可知，当m＝1或m≤0时，两函数图象有两个交点，故选C.
[image: XHZ21-YLTGSX79.tif]
★7.（多选） (2021·中山期末)关于x的方程(x2－2x)2－2(2x－x2)＋k＝0，下列命题正确的有(　　)
A. 存在实数k，使得方程无实根
B. 存在实数k，使得方程恰有2个不同的实根
C. 存在实数k，使得方程恰有3个不同的实根
D. 存在实数k，使得方程恰有4个不同的实根
7. AB　【解析】  设t＝x2－2x，方程化为关于t的二次方程t2＋2t＋k＝0(*)．当k＞1时，方程(*)无实根，故原方程无实根．当k＝1时，可得t＝－1，则x2－2x＝－1，原方程有两个相等的实根x＝1.当k＜1时，方程(*)有两个实根t1，t2(t1＜t2)，由t1＋t2＝－2可知，t1＜－1，t2＞－1.因为t＝x2－2x＝(x－1)2－1≥－1，所以x2－2x＝t1无实根，x2－2x＝t2有两个不同的实根. 综上可知，AB正确，CD错误．
8. 设a为非零实数，偶函数f(x)＝x2＋a|x－m|＋1在区间(2,3)上存在唯一零点，则实数a的取值范围是________. 
8.  　【解析】   因为函数f(x)为偶函数，所以m＝0，所以f(x)＝x2＋a|x|＋1.要使函数f(x)在区间(2,3)上存在唯一零点，则有f(2)f(3)＜0，即(4＋2a＋1)(9＋3a＋1)＜0，所以(5＋2a)(10＋3a)＜0，解得－＜a＜－，即实数a的取值范围是.
9. (2021·九江二模)已知函数f(x)是定义在R上的偶函数，当x≥0时，f(x)＝a|x－2|－a，其中a为常数，且a>0.若函数y＝f(f(x))有10个零点，则实数a的取值范围是________. 
9. (1,3)　【解析】   当x≥0时，令f(x)＝0，得|x－2|＝1，即x＝1或x＝3.因为f(x)是偶函数，所以f(x)的零点为x＝±1和x＝±3，作出函数y＝f(x)的大致图象如图所示．令f(f(x))＝0，则f(x)＝±1或f(x)＝±3.因为函数y＝f(f(x))有10个零点，所以函数y＝f(x)的图象与直线y＝±1和y＝±3共有10个交点. 由图可知，1<a<3.
[image: XHZ21-YLTGSX80.tif]
★10. 已知定义在R上的奇函数f(x)，当x≥0时，f(x)＝则函数F(x)＝f(x)－的零点个数为________，所有零点之和为________．
10.   5 　　【解析】  由题意知，当x<0时，f(x)＝作出函数f(x)的图象如图所示，设函数y＝f(x)的图象与y＝交点的横坐标从左到右依次为x1，x2，x3，x4，x5，由图象的对称性可知，x1＋x2＝－6，x4＋x5＝6，x1＋x2＋x4＋x5＝0，令－＝，解得x3＝，所以函数F(x)＝f(x)－的所有零点之和为.
[image: 135.tif]
11. 已知函数f(x)＝x2－3mx＋n(m＞0)的两个零点分别为1和2.
(1) 求m，n的值；
(2) 若不等式f(x)－k＞0在x∈[0,5]时恒成立，求k的取值范围；
(3) 令g(x)＝，若函数F(x)＝g(2x)－r·2x在x∈[－1，1]时有零点，求实数r的取值范围. 
11. 【解答】  (1) 由函数f(x)＝x2－3mx＋n(m＞0)的两个零点分别为1和2，可得1－3m＋n＝0,4－6m＋n＝0，解得m＝1，n＝2.
(2) 由(1)可得f(x)＝x2－3x＋2，不等式f(x)－k＞0在x∈[0,5]上恒成立，即不等式f(x)＞k在x∈[0,5]上恒成立．因为f(x)＝x2－3x＋2在x∈[0,5]上的最小值为f＝－，可得k＜－.
(3) g(x)＝＝x＋－3，函数F(x)＝g(2x)－r·2x在x∈[－1,1]上有零点，即g(2x)－r·2x＝0在x∈[－1,1]上有解，即r＝1＋2·2－3·在x∈[－1,1]上有解，令t＝，则r＝2t2－3t＋1，因为x∈[－1,1]，所以t∈，则r＝2t2－3t＋1＝22－∈，所以r的取值范围是.
12. 已知函数f(x)＝－x2－2x，g(x)＝
(1) 求g(f(1))的值；
(2) 若方程g(f(x))－a＝0有4个实数根，求实数a的取值范围．
12.  【解答】  (1)  g(f(1))＝g(－3)＝－3＋1＝－2.
(2) 令f(x)＝t(t∈(－∞，1])，则原方程化为g(t)＝a，易知方程f(x)＝t在t∈(－∞，1)内有2个不同的解，则原方程有4个解等价于函数y＝g(t)(t<1)与y＝a的图象有2个不同的交点，作出函数y＝g(t)(t<1)的图象(图略)，由图可知，当1≤a<时，函数y＝g(t)(t<1)与y＝a有2个不同的交点，即实数a的取值范围是.
13. 定义在D上的函数f(x)，如果存在x∈D，使得f(x＋a)＝f(x)＋f(a)，则称y＝f(x)存在关于实数a的“线性零点”. 如：函数f(x)＝mx(m∈R)存在关于任意实数a的“线性零点”，而函数f(x)＝ln存在关于－2的“线性零点”．
(1) 是否存在非零实数a，使f(x)＝3x＋2存在关于a的“线性零点”？并说明理由；
(2) 求证：对任意实数b，函数f(x)＝2x＋bx2都存在关于2的“线性零点”．
13. 【解答】  (1) 不存在．理由：假设函数f(x)＝3x＋2存在关于非零实数a的“线性零点”，即存在x∈R，使得f(x＋a)＝f(x)＋f(a)，即3(x＋a)＋2＝3x＋2＋3a＋2⇔2＝4，不成立，故不存在非零实数a，使f(x)＝3x＋2存在关于a的“线性零点”．
(2) 当f(x)＝2x＋bx2时，f(x＋2)－[f(x)＋f(2)]＝2x＋2＋b(x＋2)2－(2x＋bx2＋4＋4b)＝3×2x＋4bx－4.令g(x)＝3×2x＋4bx－4，易知g(x)在R上的图象是连续的．当b≥0时，g(0)＝－1<0，g(1)＝2＋4b>0，故g(x)在(0,1)内至少有一个零点．当b<0时，g(0)＝－1<0，g＝3×2>0，故g(x)在内至少有一个零点．故对任意的实数b，g(x)在R上都有零点，即方程f(x＋2)＝f(x)＋f(2)总有解，所以对任意实数b，函数f(x)＝2x＋bx2都存在关于2的“线性零点”．

★14. 对于函数f(x)与g(x)，若存在x1∈，x2∈，使得≤1，则称函数f(x)与g(x)互为“零点密切函数”. 已知f(x)＝4x－2x＋2＋4，g(x)＝f(x)＋f(－x)－3a－2.
(1) 求函数f(x)的零点；
(2) 若函数f(x)与g(x)互为“零点密切函数”，求实数a的取值范围．
14. 【解答】  (1) 由f(x)＝0，得4x－2x＋2＋4＝0，所以(2x)2－4·2x＋4＝0，即(2x－2)2＝0，所以2x＝2，所以x＝1，即函数f(x)的零点为1.
(2) g(x)＝f(x)＋f(－x)－3a－2＝4x－2x＋2＋4＋4－x－2－x＋2＋4－3a－2＝(2x＋2－x)2－4(2x＋2－x)＋4－3a.由(1)得函数f(x)的零点为1，又≤1，所以0≤x2≤2.由函数f(x)与g(x)互为“零点密切函数”，得g(x)在[0,2]上存在零点，即关于x的方程(2x＋2－x)2－4(2x＋2－x)＋4－3a＝0(*)在[0,2]上有解．令t＝2x＋2－x(x∈[0,2])，则t′＝(2x－2－x)ln 2＝ln 2≥0，所以t＝2x＋2－x在[0,2]上是增函数，所以t∈，则方程(*)变形为t2－4t＋4－3a＝0，即3a＝t2－4t＋4在上有解，因为函数y＝t2－4t＋4在上的值域为，所以0≤3a≤，即0≤a≤，故实数a的取值范围为.
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