
1 
 

江苏省仪征中学高一数学竞赛期中测试 

时间：120 分钟  满分：120 + 60 分 
一、填空题（本大题共 8 个小题，每小题 8 分，共 64 分.） 

1. 已知集合 𝐴 = {1,2,3,⋯ ,2020},𝐵 = {1,2,3,⋯ ,2000}, 若集合 𝐶 满足 𝐶 ∩ 𝐴 = 𝐶 且 𝐶 ∩ 𝐵 ≠ ∅, 

则集合 𝐶 的个数是          . 

 

 

2. 已知关于 𝑥 的方程 𝑏𝑥2 + |𝑥| + 𝑏2 − 9 = 0 有唯一实数解 𝑥 = 𝑎,  

则 𝑎 + 𝑏 的值为          . 

 

 

3. 计算 √7+ 5√2
3

+ √7− 5√2
3

=          . 

 

 

4. 已知函数 𝑓(𝑥) 为单调函数, 且 𝑥 ∈ (0,+∞) 时, 均有 𝑓 (𝑓(𝑥) +
2

𝑥
) = 1, 则 𝑓(1) =          . 

 

 

5. 设正实数 𝑎, 𝑏, 𝑐 满足 𝑎𝑏𝑐 = 1011, 且 lg⁡𝑎 ⋅ lg⁡(𝑏𝑐) + lg⁡𝑏 ⋅ lg⁡(𝑐𝑎) + lg⁡𝑐 ⋅ lg⁡(𝑎𝑏) = 40,  

则 √lg2⁡𝑎 + lg2⁡𝑏 + lg2⁡𝑐 =          . 

 

 

6. 若实数 𝑥, 𝑦 满足 2𝑥 + 4𝑥 + 12 = log2⁡(𝑦 − 1)3 + 3𝑦 + 12 = 0, 则 𝑥 + 𝑦 =          . 

 

 

 

7. 给定实数集合 𝐴, 𝐵, 定义计算 𝐴⊗ 𝐵 = {𝑥 ∣ 𝑥 = 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.  

设𝐴 = {0,2,4,⋯ ,18},𝐵 = {98,99,100}, 则 𝐴⊗ 𝐵 中的所有元素之和为          . 

 

 

8. 已知关于 𝑥 的方程 𝑚𝑥2 − 2(𝑚 − 3)𝑥 +𝑚 − 2 = 0 至少有一个整数根,  

则负整数 𝑚 =          . 
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二、 解答题（本大题共 3 小题，共 56 分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

9. （本题满分 16 分） 

已知 𝑓(𝑥) = 2𝑚𝑥2 − 2𝑚𝑥 − 8𝑥 + 9,⁡⁡⁡𝑔(𝑥) = 𝑚𝑥 −𝑚, 对任意 𝑥 ∈ 𝐑, 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 至少有一个

为正数, 求实数 𝑚 的取值范围.  

 

 

 

 

 

 

10. （本题满分 20 分）已知函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 [0,1], 𝑓(0) = 𝑓(1),  

且对任意不同的 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,1], 都有 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < |𝑥1 − 𝑥2|,  

求证: |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| <
1

2
. 

 

 

 

 

 

 

11. （本题满分 20 分）已知二次函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑) 有两个不同的零点,  

若 𝑓(𝑥2 + 2𝑥 − 1) = 0 有四个不同的根 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑥4, 且 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑥3 − 𝑥2 = 𝑥4 − 𝑥3 ,  

求 𝑎 − 𝑏 的取值范围. 
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三、加试部分（本大题共 2 小题，共 60 分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

12. （本题满分 20 分） 

已知圆内接正五边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸, 若 𝑃 为弧 𝐴𝐵 上一点, 求证: 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐷 = 𝑃𝐶 + 𝑃𝐸. 

    

 

 

 

 

 

13.（本题满分 40 分） 

𝐼 为 △ 𝐴𝐵𝐶 的内心, 𝑃 是 △ 𝐴𝐵𝐶 内部的一点, 且满足 ∠𝑃𝐵𝐴 + ∠𝑃𝐶𝐴 = ∠𝑃𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐶𝐵  

求证: 𝐴𝑃 ≥ 𝐴𝐼, 并说明等号成立的充要条件是 𝑃 = 𝐼. 
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高一数学竞赛期中测试 

时间：120 分钟  满分：180 分 
一、填空题（本大题共 8 个小题，每小题 8 分，共 64 分.） 

13. 已知集合 𝐴 = {1,2,3,⋯ ,2020},𝐵 = {1,2,3,⋯ ,2000}, 若集合 𝐶 满足 𝐶 ∩ 𝐴 = 𝐶 且 𝐶 ∩ 𝐵 ≠ ∅, 

则集合 𝐶 的个数是          . 

解答: 

依题意, 集合 𝐶 不是集合 {2001,2002,⋯ ,2020} 的子集, 所以集合 𝐶 的个数 是 22020 − 220 =

220(22000 − 1). 

14. 已知关于 𝑥 的方程 𝑏𝑥2 + |𝑥| + 𝑏2 − 9 = 0 有唯一实数解 𝑥 = 𝑎,  

则 𝑎 + 𝑏 的值为          . 

解答: 

由于 𝑦 = 𝑏𝑥2 + |𝑥| + 𝑏2 − 9 为偶函数, 则 𝑎 = 0, 𝑏 = 3 ⇒ 𝑎 + 𝑏 = 3. 

15. 计算 √7+ 5√2
3

+ √7− 5√2
3

=          . 

解答: 

设 𝑎 = √7 + 5√2
3

, 𝑏 = √7 − 5√2
3

, 则 𝑎𝑏 = √72 − (5√2)2
3

= −1. 

于是 𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏)3 − 3𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) ⇒ (𝑎 + 𝑏)3 + 3(𝑎 + 𝑏) = 14 ⇒ 𝑎 + 𝑏 = 2. 

16. 已知函数 𝑓(𝑥) 为单调函数, 且 𝑥 ∈ (0,+∞) 时, 均有 𝑓 (𝑓(𝑥) +
2

𝑥
) = 1, 则 𝑓(1) =          . 

解答: 

由 𝑓(𝑥) 为单调函数, 得 𝑓(𝑥) +
2

𝑥
= 𝑐 > 0 且 𝑓(𝑐) = 1 ⇒ 𝑐 −

2

𝑐
= 1 ⇒ 𝑐 = 2, 所以 𝑓(𝑥) = 2 −

2

𝑥
⇒

𝑓(1) = 0. 

17. 设 正 实 数  𝑎, 𝑏, 𝑐  满 足  𝑎𝑏𝑐 = 1011 , 且  lg⁡𝑎 ⋅ lg⁡(𝑏𝑐) + lg⁡𝑏 ⋅ lg⁡(𝑐𝑎) + lg⁡𝑐 ⋅ lg⁡(𝑎𝑏) = 40 , 则 

√lg2⁡𝑎 + lg2⁡𝑏 + lg2⁡𝑐 =          . 

解答: 

lg⁡𝑎 + lg⁡𝑏 + lg⁡𝑐 = 11, lg⁡𝑎(lg⁡𝑏 + lg⁡𝑐) + lg⁡𝑏(lg⁡𝑐 + lg⁡𝑎) + lg⁡𝑐(lg⁡𝑎 + lg⁡𝑏)

⁡= 2(lg⁡𝑎lg⁡𝑏 + lg⁡𝑏lg⁡𝑐 + lg⁡𝑐lg⁡𝑎) = 40, 所以 lg2⁡𝑎 + lg2⁡𝑏 + lg2⁡𝑐 = 121 − 40 = 81

⁡⇒ √lg2⁡𝑎 + lg2⁡𝑏 + lg2⁡𝑐 = 9. 

 

18. 若实数 𝑥, 𝑦 满足 2𝑥 + 4𝑥 + 12 = log2⁡(𝑦 − 1)3 + 3𝑦 + 12 = 0, 则 𝑥 + 𝑦 =          . 

解答: 3log2⁡(𝑦 − 1) + 3(𝑦 − 1) + 15 = 0 ⇒ log2⁡(𝑦 − 1) + (𝑦 − 1) + 5 = 0, 

⁡⁡⁡⁡⁡4 ⋅ 2𝑥−2 + 4(𝑥 − 2) + 20 = 0 ⇒ 2𝑥−2 + (𝑥 − 2) + 5 = 0,  

  结合单调性可得(𝑥 − 2) + (𝑦 − 1) + 5 = 0 ⇒ 𝑥 + 𝑦 = −2.  

19. 给定实数集合 𝐴, 𝐵, 定义计算 𝐴⊗ 𝐵 = {𝑥 ∣ 𝑥 = 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. 设 

𝐴 = {0,2,4,⋯ ,18}, 𝐵 = {98,99,100}, 则 𝐴⊗𝐵 中的所有元素之和为          . 

解答： 
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𝑥 = 𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = (𝑎 + 1)(𝑏 + 1) − 1, 则 𝐴⊗ 𝐵 中的所有元素之和 = 1 ⋅ 99 − 1 + 1 ⋅ 100 −

1 + 1 ⋅ 101 − 1 + 3 ⋅ 99 − 1 + 3 ⋅ 100 − 1 + 3 ⋅ 101 − 1 +⋯+ 19 ⋅ 99 − 1 + 19 ⋅ 100 − 1 + 19 ⋅ 101 − 1
⁡= (1 + 3 +⋯+ 19)(99 + 100+ 101) − 30 = 100 ⋅ 300 − 30 = 29970.

 

20. 已知关于 𝑥 的方程 𝑚𝑥2 − 2(𝑚 − 3)𝑥 +𝑚 − 2 = 0 至少有一个整数根,  

则负整数 𝑚 =          . 

解答： 

Δ = 4(𝑚 − 3)2 − 4𝑚(𝑚 − 2) = 4(9 − 4𝑚), 则 9 − 4𝑚 为完全平方数, 

令 9 − 4𝑚 = (2𝑛 + 1)2 ⇒ 𝑚 = −(𝑛2 + 𝑛 − 2), 此时 𝑥1,2 =
𝑚−3±(2𝑛+1)

𝑚
 = 1 −

3±(2𝑛+1)

𝑚
,  

于是 2𝑛 + 4 ⩾ 𝑛2 + 𝑛 − 2 ⇒ 1 < 𝑛 ⩽ 3. 

当 𝑛 = 2 时, 𝑚 = −4; 当 𝑛 = 3 时, 𝑚 = −10, 经检验符合题意. 

 

三、 解答题（本大题共 4 小题，共 86 分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 

21. （本题满分 16 分） 

已知 𝑓(𝑥) = 2𝑚𝑥2 − 2𝑚𝑥 − 8𝑥 + 9,⁡⁡⁡𝑔(𝑥) = 𝑚𝑥 −𝑚, 对任意 𝑥 ∈ 𝐑, 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 至少有一个

为正数, 求实数 𝑚 的取值范围.  

解答： 

显然 𝑚 ⩽ 0 不合题意. 𝑚 > 0 时, 由于 𝑥 > 1 时, 𝑔(𝑥) > 0, 只须 𝑥 ⩽ 1 时, 𝑓(𝑥) > 0. 而 

𝑓(1) = 1 > 0, 𝑥 ⩽ 0 时, 2𝑚𝑥2 − 2𝑚𝑥 − 8𝑥 + 9 > 0 显然成立; 

0 < 𝑥 < 1 时, 2𝑚(𝑥2 − 𝑥) > 8𝑥 − 9 ⇒ 2𝑚 <
9−8𝑥

𝑥−𝑥2
 

𝑡 = 9 − 8𝑥 ∈ (1,9),
64𝑡

8(9−𝑡)−(9−𝑡)2
=

64

10−(𝑡+
9

𝑡
)
⇒ 2𝑚 < 16 ⇒ 𝑚 < 8, 

所以实数 𝑚 的取值范围是 (0,8). 

 

 

22. （本题满分 20 分）已知函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 [0,1], 𝑓(0) = 𝑓(1),  

且对任意不同的 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,1], 都有 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < |𝑥1 − 𝑥2|,  

求证: |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| <
1

2
. 

解答： 

不妨设 𝑥1 ⩽ 𝑥2, 若 𝑥2 − 𝑥1 ⩽
1

2
, 则 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < |𝑥1 − 𝑥2| = 𝑥2 − 𝑥1 ⩽

1

2
;  

若 𝑥2 − 𝑥1 >
1

2
,  

则 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| = |𝑓(𝑥1) − 𝑓(0) + 𝑓(1) − 𝑓(𝑥2)|  

⩽ |𝑓(𝑥1) − 𝑓(0)| + |𝑓(1) − 𝑓(𝑥2)| < |𝑥1 − 0| + |1 − 𝑥2| = 𝑥1 + 1 − 𝑥2 = 1 − (𝑥2 − 𝑥1) <
1

2
.  

综上, 对任意不同的 𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,1], 都有 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| <
1

2
. 

 

23. （本题满分 20 分）已知二次函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑) 有两个不同的零点, 若 

𝑓(𝑥2 + 2𝑥 − 1) = 0 有四个不同的根 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑥4, 且 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑥3 − 𝑥2 = 𝑥4 − 𝑥3 , 求 

𝑎 − 𝑏 的取值范围. 

解答： 
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设 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 的两个根为 𝑚, 𝑛, 则 𝑚 + 𝑛 = −𝑎,𝑚𝑛 = 𝑏. 

𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 𝑚 的两个根为 𝑥1, 𝑥4, 𝑥
2 + 2𝑥 − 1 = 𝑛 的两个根为 𝑥2, 𝑥3, 

由 |𝑥1 − 𝑥4| = 3|𝑥2 − 𝑥3| ⇒ √4𝑚 + 8 = 3√4𝑛 + 8 ⇒ 𝑚+ 2 = 9(𝑛 + 2) 

⁡⇒ 𝑚 = 9𝑛 + 16. 于 是 𝑎 − 𝑏 = −(𝑚 + 𝑛) −𝑚𝑛 = −10𝑛 − 16 − 𝑛(9𝑛 + 16)

⁡= −9𝑛2 − 26𝑛 − 16 = −9(𝑛 +
13

9
)
2

+
169

9
− 16 = −9(𝑛 +

13

9
)
2

+
25

9

 

由于 𝑛 > −2, 当 𝑛 = −
13

9
 时, 𝑎 − 𝑏 取得最大值 

25

9
.   

所以 𝑎 − 𝑏 的取值范围是 (−∞,
25

9
]. 

24. （本题满分 20 分） 

已知圆内接正五边形 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸, 若 𝑃 为弧 𝐴𝐵 上一点, 求证: 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐷 = 𝑃𝐶 + 𝑃𝐸.  

证明: 

设五边形边长为 𝑎, 对角线长为 𝑏, 由托勒密定理 

在四边形 𝑃𝐵𝐶𝐷 中, (𝑃𝐵 + 𝑃𝐷)𝑎 = 𝑃𝐶 ⋅ 𝑏 

在四边形 𝑃𝐴𝐸𝐷 中, (𝑃𝐴 + 𝑃𝐷)𝑎 = 𝑃𝐸 ⋅ 𝑏 

在四边形 𝑃𝐶𝐷𝐸 中, 𝑃𝐷 ⋅ 𝑏 = (𝑃𝐶 + 𝑃𝐸)𝑎 

在四边形 𝑃𝐴𝐵𝐶 中, (𝑃𝐴 + 𝑃𝐵)𝑏 = 𝑃𝐷 ⋅ 𝑎, 

上述式子相加, 得: (𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐷 − 𝑃𝐶 − 𝑃𝐸)(𝑎 − 𝑏) = 0 

由 𝑎 ≠ 𝑏 得, 𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 + 𝑃𝐷 = 𝑃𝐶 + 𝑃𝐸 

 

13.（本题满分 40 分） 

𝐼 为 △𝐴𝐵𝐶 的内心, 𝑃 是 △𝐴𝐵𝐶 内部的一点, 且满足 ∠𝑃𝐵𝐴 + ∠𝑃𝐶𝐴 = ∠𝑃𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐶𝐵  

求证: 𝐴𝑃 ≥ 𝐴𝐼, 并说明等号成立的充要条件是 𝑃 = 𝐼. 

证明: 

如图, 延长 𝐴𝐼 交 △𝐴𝐵𝐶 的外接圆于点 𝐷, 则由内心性质知: 

𝐷𝐵 = 𝐷𝐶 = 𝐷𝐼 

由题意 

∠𝑃𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝑃𝐵𝐴 + ∠𝑃𝐶𝐴 =
1

2
(∠𝑃𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐶𝐵 + ∠𝑃𝐵𝐴 + ∠𝑃𝐶𝐴)

⁡=
1

2
(∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐵) = 90∘ −

1

2
∠𝐵𝐴𝐶

 

所以 ∠𝐵𝑃𝐶 = 180∘ − ∠𝑃𝐵𝐶 − ∠𝑃𝐶𝐵 = 90∘ +
1

2
∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐼𝐶 

所以 𝐵, 𝑃, 𝐼, 𝐶 四点共圆, 即点 𝑃 在以点 𝐷 为圆心, 𝐷𝐵 长为半径的圆上 

所以 𝐷𝑃 = 𝐷𝐼 

又因为 𝐴𝑃 + 𝑃𝐷 ≥ 𝐴𝐷 ⇔ 𝐴𝑃 + 𝑃𝐷 ≥ 𝐴𝐼 + 𝐼𝐷 ⇔ 𝐴𝑃 ≥ 𝐴𝐼 

当且仅当 𝐴, 𝑃, 𝐷 三点共线且 𝐶, 𝐼, 𝑃, 𝐵 四点共圆时等号成立, 即 𝑃 = 𝐼. 


