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基于数学抽象的概念形成：模型与案例①

刘春艳 冯启磊②

(北京教育学院数学系 100044)

i问题提出

《普通高中数学课程标准(2017年版)》(以下

简称《课标》)提出，数学学科核心素养是数学课程

目标的集中体现．其中数学抽象位于六大学科核

心素养之首，是数学的基本思想，是形成理性思维

的重要基础．从数学内容来看，数学源于对现实世

界的抽象，概念是数学的核心内容，因此，获得数

学概念是数学抽象的主要表现之一，数学概念的

形成也是发展学生数学抽象的重要载体．在实际

教学中，如何从情境中抽象出数学概念，既是重点

也是难点．为此，很多学者开展了大量研究．

关于概念学习，杜宾斯基(Ed Dubinsky)等人

提出APOS理论，强调学习者在学习数学概念时

要经历4个心理建构阶段，即操作(Action)、过程

(Process)：对象(Object)、图式(Scheme)。奥苏贝

尔(D．P．Ausubel)提出与概念形成的最高发展

形式有关的心理过程，大致有八个环节．结合此结

论，曹才翰与章建跃两位学者提出了概念形成的

过程模式(如图1)．

图1概念形成的一般过程

(曹才翰，章建跃，2006)

为了更精确地刻画数学领域中抽象性的含

义，徐利治教授给出了弱抽象、强抽象和广义抽象

的概念，并指出弱抽象的过程依据“特征分离概括

化原则”，强抽象的过程依据“关系定性特征化原

则”[1]．对于具体数学概念的抽象过程，史宁中教

授根据抽象程度的不同，分为三个阶段，或者说三

个层次：一是简约阶段，把握事物关于数量或图形

的本质，把繁杂问题简单化，给予清晰表达；二是

符号阶段，去掉具体内容，利用符号和关系术语，

表述已简约化的事物；三是普适阶段，通过假设和

推理，建立法则或者模型，能在一般意义上描述一

类事物的特征或规律．[23李昌官老师按照学生学

习时认知的先后顺序，把数学抽象分为感知与识

别、分类与概括、想象与建构、定义与表征、系统化

与结构化5个阶段．

上述相关理论和结论，对于一般意义上的数

学概念的抽象过程具有指导意义．徐利治教授对

每类抽象给出了工作原则，史宁中教授提出的三

个阶段，指明了数学概念抽象过程的基本框架，在

具体操作时都需要细化；曹才翰和章建跃等学者

给出的认知过程具有一种等级结构或顺序结构．

但是在学习具体概念时，由于数学概念的复杂性

和不同阶段学生的差异等原因，学生认知过程是

否一定遵循线性顺序?教学中如何更加清晰地引

导学生经历数学抽象的过程，建构数学概念呢?

以上问题都需要进一步探讨．

2基于数学抽象的概念形成模型

在概念教学中，数学概念是研究对象，教学流

①本文为北京教育学院卓越计划“学科核心素养导向的高中数学教学研究”研究成果．教育部人文社科研究规划基金项目：高中

数学核心素养理论框架的实证及实践研究(19YJA880009)研究成果．
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程与认知过程紧密相连．首先，要对数学研究对象

的特点进行分析．一般地，数学概念来源于两方

面：一是对客观世界中的数量关系和空间形式的

直接抽象；二是在已有数学理论上的逻辑建构[3]．

相应地，数学概念分为两类：一类是对现实对象或

关系的直接抽象而成的概念，如三角形的概念，定

义包含了组成要素(三条线段)和要素之间的位置

关系(首尾顺次相接)；另一类是纯数学抽象得到

的，是抽象逻辑思维的产物，如三角形的中线概

念，是在“三角形”基础上生成的，具有主从关系．

三角形的中线定义中的逻辑关系是通过临近的属

概念(三角形)加上种差(连接顶点与对边中点的

线段)来体现的．因此，数学概念是由要素和要素

之间的逻辑关系构成的，概念形成过程“实质上是

抽象出某一类对象或事物的共同本质特征的过

程”¨J，也就是抽象出概念包含的要素，以及要素

之间逻辑关系的过程．

其次，基于认知心理学关于概念学习的相关

理论，在大量课堂观察与访谈分析的基础上，我们

发现学生的认知过程非常复杂．在实际教学中，教

师需要根据学生的具体表现，或重复已有的过程，

或转换表达方式，或补充新的实例等等，概念的建

构过程并非一定遵循线性关系．基于以上分析，我

们建构了基于数学抽象的概念形成模型，如图2．

2．I简约阶段

简约阶段的操作过程，就是对于情境中的原

普适阶段

型进行识别，把某个或某类数学特性分离出来，也

就是教学中的概念引入．通过具体的、直观的、典

型的、丰富的案例，结合长时记忆中的相关信息，

在情境中辨认出数学特性，舍弃非数学的特征和

属性，形成进一步研究的“范本”，这是概念形成的

基础．如关于多面体和旋转体的概念，教材中提供

了纸杯、纸箱、腰鼓、金字塔、茶叶盒、篮球、铅锤等

大量生活中物体的图片，请学生描述它们的形状，

这些情境可以和后续概念(如棱柱、棱锥、线面的

平行与垂直等)的理解与应用相呼应，为概念的系

统化做一些铺垫．

2．2 符号阶段

符号阶段是对简约阶段识别出的要素，通过

分析与建构、归纳与概括、定义与表征的认知过

程，得到概念的定义和名称等，也就是教学中的概

念形成．

(1)分析与建构

分析是将材料分解成它的组成部分，并确定

各部分之间的相互关系，以及各部分与总体结构

之间的关系[5]．建构是通过数学内在逻辑建立起

系统的、内在一致的关系，使其构成一个整体．对

于每个情境中识别出的要素，通过观察、比较等进

行区分，选择与概念相关的、重要的、关键的要素，

进一步明确需要研究的问题，也就是从哪些角度

建立要素之间的逻辑关系．

对于代数的相关概念主要是从数量关系进行

⋯⋯⋯⋯⋯
精致化与系统化

符号阶段

简约阶段

定义与表征 下0
i厂———————————]归纳与概括广———————————]}
iI情境中关键要素之间的关系l；==_=：：≥l构成概念的关键要素及相互关系l{；————————弋e_L—了■万————————一!
1分析与建构＼≮、、▲ 。，≥／归纳与概括厩。1

图2基于数学抽象的概念形成模型
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分析，如等差数列的概念，通过代数运算进行分

析；对于几何的相关概念主要从图形关系进行分

析，如棱柱的概念，通过观察每个面的形状和两个

面之间的位置关系进行分析；对于函数的相关概

念主要从对应关系进行分析，如函数的单调性，分

析两个变量间的大小关系，通过对应关系得到的

两个函数值之问大小关系是否具有规律性．

(2)归纳和概括

先对不同情境中分析得到的要素及其之间的

关系进行比较，得到共同特征，这也是知觉表象阶

段的感性归纳和概括．再把共同特征推广到范围

更广的包含研究对象的同类事物中，实现从个别

到一般的过程．揭示事物本质特征与联系的过程，

是在头脑中进行的思维水平的概括．比如等差数

列的概念，在对每个情境中的数列分别进行运算

的基础上，进行归纳和概括发现取值规律，再一般

化得到“每一项与前一项的差都等于同一个常

数”．分析和构建、归纳和概括是符号化表达的重

要基础．

(3)定义和表征

定义有两种，一种是描述性定义，一种是说明

性定义．比如集合的概念就是无法说明的基础性

概念，只能描述性定义；有理数的概念鉴于初中学

生的理解水平，只能采用描述性定义；而函数的概

念是说明性定义，揭示两个变量之间的对应关系．

对于描述性定义主要以文字语言的形式进行表

达．对于说明性定义需要揭示事物本质的逻辑关

系，需要用严谨的数学语言表示概念的要素、要素

之间的相互联系相互制约的关系，如高中学习函

数的概念时用“集合一对应”的语言进行表达．

在概念的形成过程中，上述认知过程之间不

是严格的线性顺序结构，常常是相互交叠和多次

反复．比如，在定义的表征过程中，常常需要回到

情境中，结合具体情境解释抽象的定义，帮助学生

建立抽象的数学符号与概念本质内容之间的联

系。另外，不同概念的认知过程各有侧重，比如对

于描述性定义，更关注对情境中识别的要素进行

归纳与概括．

2。3普适阶段

给概念下定义之后，进入概念的精致化与系

统化阶段．通过对正例和反例的辨析、解释，以及

运用概念解决问题，实质上是在一个更大范围内

对概念进行检验和修正，进一步促进学生对概念

本质属性的理解，建立此概念与已经熟悉的相关

概念之间的联系，逐步将新概念纳人已有的认知

结构中，形成新的结构体系．这个过程在后续的学

习中持续进行，如通过判断两个函数是否相同等

问题，提升对函数概念的理解，通过具体函数、从

函数观点认识方程和不等式、函数应用等内容，理

解函数是现代数学最基本的概念，是描述客观世

界中变量关系和规律的最为基本的数学语言和工

具，体会函数是贯穿高中数学课程的主线．

3 基于数学抽象的概念形成模型的教学案

例——高中“函数概念”

函数概念强调了三个方面：函数是实数集合

A与B间的对应关系；对于实数集合A中的元素

是处处定义的(即任意性)；对于实数集合B中的

元素是单值定义的．(即唯一性)．这三个方面就构

成了函数的本质属性．常见的函数三种表示方法

只是对应关系的表现形式，形式不是函数的本质，

符号也不是函数的本质，比如同一个函数既可以

用厂(z)表示，也可以用g(￡)表示．根据函数的本

质属性，聚焦函数概念的三要素，教学的主要过程

如下：

3．1概念的引入

在初中学习中，函数是如何定义的?依据初

中函数的定义，请思考：Y一1是函数吗?函数
1—2

_一z与y一2相同吗?L钊
Z

设计意图 复习回顾初中函数的概念，同时

体会到进一步研究函数概念的必要性．初中是从

运动变化的角度，用两个变量之间的依赖关系来

描述函数的．对于“√一1是函数吗?”，有的学生认

为解析式中没有自变量，所以Y一1不是函数；有

的学生认为y是常数，不是变量，所以∥一1不是

函数．对于判断两个函数是否相同，学生没有任何

经验，初中学习的是三类具体函数，很多学生对此

元从下手。通过这些问题引发学生的认知冲突，引

人研究对象．

3．2概念的形成

情境1：某高速列车加速到300km／h后保持

匀速运行半小时．L63

问题1．1：这段时间内，列车行进的路程与运

行时间之间是函数关系吗?为什么?
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问题1．2：这段时间内，设列车行进的路程为

S(单位：kin)，运行时间为t(单位：h)，S与t之间

的关系如何表示?

问题1．3：列车匀速运行1小时前进了多少

km?为什么?

问题1．4：列车运行时间t的取值范围如何

表示?S的取值范围呢?S与t之间是如何对

应的?

情境2：某电气维修公司要求工人每周工作

至少1天，至多不超过6天．如果公司确定的工资

标准是每人每天300元，而且每周付一次工资．[6]

问题2．1：一个工人的工资是他工作天数的

函数关系吗?为什么?

问题2．2：设某工人的工作天数为d，工资为

硼元，叫与d之间的关系如何表示?

问题2．3：工作天数d的取值范围如何表

示?硼的取值范围呢?叫与d之间是如何对

应的?

情境3：右图是北京市2016年11月23日的

空气质量指数(Air Quality Index，简称AQI)变

化图．_60

月23日¨舶∞m 越∞ 坫m扯∞ n丹H日

问题3．1：北京市2016年11月23日的空气

质量指数与这一天内任意时刻t之间是函数关

系?为什么?

问题3．2：如何确定这一天内任意时刻的空

气质量指数?

问题3．3：请仿照前面的方法，描述I与t之

间的对应关系．

情境4：国际上常用恩格尔系数r(r一专器)反映一个地区人民生活质量的高
低，恩格尔系数越低，生活质量越高．表1是我国

某省城镇居民恩格尔系数变化情况，从中可以看

出，该省城镇居民的生活质量越来越高．L60

表1我国某省城镇居民恩格尔系数变化情况

年份j， 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

l恩格尔系数r(％) 36．69 36．81 38．17 35．69 35．15 33．53 33．87 29．89 29．35 28．57

问题4．I：恩格尔系数，一是年份y的函数吗?

为什么?

问题4．2：如何知道该城镇居民某一年的恩

格尔系数?

问题4．3：请仿照前面的方法，描述r与y之

间的对应关系．

问题5：根据上述分析，进行归纳概括．

问题5．1：抛开实际背景，上述四个实例中的

函数都有哪些共同特征?

问题5．2：这些共同特征是否适用一般函数?

问题5．3：由此能否概括出函数概念的本质

特征?

问题5．4尝试利用“集合～对应”的语言给函

数下个定义．

预设：学生下定义出现困难时，(1)先用口头

语言描述函数的三要素，再进行符号化表达；(2)

回顾已学习的数学概念，体会定义的一般结构．如

初中函数概念，先描述大背景条件(一个变化过程

中)，指明两个要素(两个变量z和y)，然后说明

两个要素之间的对应关系(对于变量z的每一个

值，变量y都有唯一的值与它对应)，最后给出定

义名称(称y是z的函数)．

设计意图 这个过程是数学抽象的符号阶

段，学生经历了分类与识别、分析与建构、归纳与

概括的过程，具体结构如下：
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：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：照：：：：：：：：：!
下定义．_臣巫习 l一定义与表征

(1)体现数学抽象的基本过程．

在对具体情境中的变量及其对应关系分析的

基础上，抛开背景情境，聚焦变量与变量之间的关

系，归纳概括共性，推广至一般，并用“集合一对

应”的语言表达得到函数的定义，实现从理性具体

到理性一般的抽象过程．

(2)情境凸显概念的本质特征．

根据函数的本质特征以及学生已有的认知基

础，设计四个情境，具体如下：

情境 对应关系 说明

情境1 现实情境(行程问题) 解析式 两个情境中函数的对应关系相同，

情境1中的函数是连续型函数，

情境2 现实情境(工资问题) 解析式
情境2中的函数是离散型函数

情境3 科学情境(空气质量指数) 图象 函数是连续型函数

情境4 科学情境(恩格尔系数) 表格 函数是离散型函数

(3)系列问题聚焦函数三要素．

问题是学生思维的“路标”，应紧密围绕概念

的要素及要素之间的逻辑关系展开．函数的三要

素是函数概念的核心，通过系列问题帮助学生逐

步厘清函数三要素，并用数学符号语言表达．四组

问题整体结构“相似“，具体表述略有差异，如问题

3．3和问题4．3是仿照前面的方法，描述两个变

量之间的对应关系，相对于问题1．4和问题2．3

更开放．

(4)下定义的过程注重概念定义结构的一般化．

对函数概念下定义是教学的难点，在实例归

纳概括的基础上，一方面对于表达形式，可以从口

头语言直观解释再到符号语言抽象表示；另一方

面类比已有定义的结构，表达各要素之间的逻辑

关系．可以借助初中函数定义，体会定义也是命

题，命题包括条件和结论，函数定义也是类似的，

先指明条件，也就是函数的三要素，即非空实数集

合A和B，以及对应关系厂，再说明三个要素之间

的关系，即对于集合A中的每一个实数z，集合B

中有唯一实数Y—f(z)与z对应．通过这个过程

帮助学生进一步体会数学中下定义的方法．

3．3概念的精致化与系统化

问题6：利用今天学习的内容，解决下列问题：

问题6．1：对于熟悉的一次函数、二次函数、

反比例函数，它们的定义域、对应关系和值域分别

是什么?请用函数定义描述这些函数．

问题6．2：今天学习的函数定义与初中学习

的函数定义之间的联系?

问题6．3：请分析函数Y—z(10一z)的定义

域、对应关系和值域；并尝试构建一个问题情境，

壹
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使其中函数的对应关系为y—z(10--X)．[6]

问题6．4：再次思考引人中的问题．

小结等略．

设计意图 利用新知识再次解释学生熟悉的

三类函数，进一步理解函数概念的三要素．通过与

初中函数概念的对比分析，让学生体会函数概念

的两个抽象层次，初中函数的“变量一对应”说，与

运动变化背景紧密相连，比较形象、直观，高中函

数的“集合一对应”说，抽象为两个实数集元素之

间的对应关系，更聚焦函数的本质特征，拓展了函

数的研究视野与应用的范围[7]．利用函数解析式

构建问题情境，实现从抽象到具体的过程．通过系

列问题，帮助学生构建完整的函数概念，促进函数

概念的系统化．

4模型应用中应重点关注的几个方面

(1)重点关注概念的本质属性．

概念的本质属性是概念教学的核心内容．概

念教学的目标就是理解概念，理解的认知过程包

括解释、举例、分类、总结、推断、比较和说明，比如

举例涉及辨认概念的定义特征，并利用这些特征

去选择或构建一个具体例子[5]．这些过程都需要

明确概念的本质属性，明确构成概念的要素以及

要素之间的逻辑关系．

概念教学的核心问题指向概念的本质属性．

通过问题引导学生经历观察归纳、直观感知，对构

成概念的要素进行分类与识别，对要素之间的逻

辑关系进行分析与建构．比如三角函数是函数的

下位概念，与前面学习的其它函数不同，三角函数

反映的是“几何元素之间的对应”，其本质是单位

圆上点P的坐标与以0P为终边的旋转角之间

的对应关系．在概念抽象过程中，人教A版教材

借助具体特殊角，经历“从角的终边位置的确定，

到角的终边与单位圆的交点，再到交点坐标与角

之间的对应关系”的过程，明确三角函数的三要素，

建构几何元素之间的对应关系，这是概念抽象过程

中的重点和难点．因此，概念的本质属性是概念抽

象过程中的“路标”，支撑起概念教学的内在逻辑，

也是基于数学抽象的概念形成模型应用的关键．

(2)重点关注概念形成认知过程的非线性．

对于概念的数学抽象过程，简约阶段是概念

抽象的起点，符号阶段是概念抽象的重点，普适阶

段是概念抽象的延伸，认知过程包括分类与识别、

分析与建构、归纳与概括、定义与表征，以至精细

化系统化．对于具体概念，上述认知过程不是绝对

的线性关系，比如在函数概念案例中，分类识别与

分析建构两个认知过程是交叠在一起的，后续具

体函数、函数应用等内容的学习也是概念系统化

的过程；对于函数单调性，人教A版教材采用了

“规一例”法，先用符号语言表达二次函数厂(z)

一z2的单调性，然后让学生模仿，描述两个熟悉

的函数的单调性，再给出一般化严格的数学表达，

更具有概念同化的特点，淡化了归纳与概括的过

程．在实际教学中，描述性的概念更注重分类与识

别的过程，说明性的概念更强调对逻辑关系的分

析与建构．因此，概念抽象的认知过程不是严格线

性的，每个过程也不是严格“均匀分布”的，在应用

模型的过程中需要根据实际情况调整．

(3)重点关注概念形成的整体设计．

由于数学概念的抽象性、概念表征的多元性，

以及概念形成过程中思想方法的丰富性，对概念

教学要进行整体设计．一方面，概念形成是以系统

化为标志．系统化是指新获得的概念纳入已有概

念体系中，与相关概念建立起逻辑关系，也就是杜

宾斯基的APOS模型中的图式阶段．概念系统化

主要是通过概念应用来实现的．学生在明确概念

的定义、名称、属性之后，就进入概念系统化阶段，

通过概念的应用，不断完善优化已有概念系统，这

个过程需要持续比较长的时间，涉及更多的概念．

如函数的概念，得到定义之后，就进入概念的精致

化与系统化的过程，这个过程将在后续的函数性

质、三角函数等内容中逐步完成．

另一方面，概念抽象过程中蕴含着丰富的思

想方法，如从特殊到一般，从具体到抽象，以及分

类、归纳、类比等．这些方法是连接数学概念的暗

线，具体概念的数学抽象过程，既是运用这些方法

的过程，又是进一步理解这些方法的过程．数学思

想方法的理解需要学生经历从直观到抽象、从模

糊到严谨、从肤浅到深刻、从模仿到应用、从感性

到理性、不断反思、反复提炼的过程．因此，概念教

学需要整体设计，使得概念形成过程成为发展学

生数学抽象素养的重要载体，实现《课标》提出的

“整体把握教学内容，促进数学学科核心素养连续

性和阶段性发展．”

(下转第29页)
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数学运算结果如何近似地解释实际问题．因为我

们得到的是实际问题的一个近似值，这个值的可

信度有多大?能不能接受?是否需要修改?等

等，需要从多个角度来考虑．

在整个数学建模过程中，或许只有极少数学

生能够完成全部过程的每个环节和阶段，利用数

学的知识和方法解决该实际问题，而大部分学生

只能完成其中的一个或两个步骤．尽管如此，即使

对于只能完成其中一个步骤的学生，这样的过程

也有助于提高他们数学建模的信心，积淀建模的

核心素养．例如，通过观察，发现相邻的四个菠萝

籽可以构成正方形的四个顶点，进而将问题转化

为研究图形的关系．这一过程或许使学生会用数

学的眼光看待外部世界，树立良好的数学情感和

态度．

4结束语

总的来说，数学建模的整个过程，让学生体会

运用数学解决实际问’题的方法，长了“用数学的眼

光观察世界、用数学的语言表达世界、用数学思维

思考世界”的见识，领悟到“数学与人类生活和社

会发展紧密关联”的道理．

尽管中学数学建模目前的状况并不理想，绝

大部分学生的建模能力都比较低．然而，引导学生

在数学建模学习冲“长见识、悟道理”应该是我们

追求的一种课堂教学价值取向，将“长见识、悟道

理”作为课堂学习目标之一来培育学生核心素养．

“长见识、悟道理”需要通过学生的主动学习来实

现，探索、尝试、实验和实施有利于学生主动学习

的教学形态，是当前数学教学值得关注的问题．理

解和把握与“长见识”“悟道理”相关的教学之道，

是数学教学深入改革的方向．
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