
一题多解拓思维　 解法优化促发展
江西省九江市第三中学　 （３３２０００）　 卢恩良

　 　 高三数学复习备考过程中，教师如何组织课堂
教学更能提高效率？较为理想的做法便是精选例习
题，以一题多解的形式开拓学生思维．通过一题多
解，既能复习、巩固基础知识和基本数学思想方法，
也能在一题多解的过程中提升解题能力，从而全面
地发展学生数学核心素养．
１　 题目呈现
已知函数ｆ（ｘ）＝ ｅｘ＋１ － ２ｘ ，ｇ（ｘ）＝

ａ ＋ ｘ ＋ ｌｎｘ
ｘ ，

ａ∈ Ｒ．（１）当ｘ ∈ １，＋( )∞ 时，求函数ｇ（ｘ）的极
值；（２）若ａ ＝ ０，求证：ｆ（ｘ）≥ ｇ（ｘ）．

第（１）问是常规的含参函数讨论，此处不详述，
下面主要展示第（２）问的课堂教学片断．
２　 课堂多解探究
师：对于形如“ｆ（ｘ）≥ ｇ（ｘ）”的函数不等式证

明问题，我们常用的方法是什么？
生：移项，一边化为零，然后构造函数． （异口同

声地回答）
师：很不错．看来同学们对这类基本问题的处

理方法已经很熟悉了．我们可以把问题转化为证明
ｅｘ＋１ － ２ ＋ ｌｎｘｘ － １≥０成立．那么接下来应该干嘛呢？

生１：把不等式左边构造函数，证明这个函数的
最小值大于等于零．

师：很棒．下面，我们一起来研究所构造函数的
最小值．

视角１　 函数最值法＋隐零点
解法一：设ｈ（ｘ）＝ ｅｘ＋１ － ２ ＋ ｌｎｘｘ － １ ｘ ＞( )０ ，

求导得ｈ′（ｘ）＝ ｅｘ＋１ ＋ １ ＋ ｌｎｘ
ｘ２

＝ ｘ
２ｅｘ＋１ ＋ １ ＋ ｌｎｘ

ｘ２
．设

ｔ（ｘ）＝ ｘ２ｅｘ＋１ ＋ １ ＋ ｌｎｘ，易知ｔ（ｘ）在０，＋( )∞ 上单
增．又因为ｔ １

ｅ( )２ ＜ ０，ｔ １( )ｅ ＞ ０，所以必有ｘ０ ∈
ｅ－２，ｅ－( )１ ，使得ｔ ｘ( )

０ ＝ ０．当ｘ∈ ０，ｘ( )
０ ，ｔ（ｘ）＜ ０，

ｈ′（ｘ）＜ ０，ｈ（ｘ）单减；当ｘ∈ ｘ０，＋( )∞ ，ｔ（ｘ）＞ ０，
ｈ′（ｘ）＞ ０，ｈ（ｘ）单增，所以ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ（ｘ０）＝ ｅｘ０＋１

－
２ ＋ ｌｎｘ０
ｘ０

－ １．

师：到这里，同学们发现这是什么问题类型
了吗？

生：隐零点．（异口同声）
师：很好．那你能把函数的最小值进行代换化

简吗？
（经过几分钟观察，并动手尝试后，不少同学纷

纷摇头，表示束手无策．）
师：大家仔细观察一下，方程ｔ ｘ( )

０ ＝ ｘ０
２ｅｘ０＋１ ＋ １

＋ ｌｎｘ０ ＝ ０中指、对同时存在，正所谓“指对跨阶想
什么？”

生：同构．
师：对．指对跨阶想同构．下面我们从同构的角

度进行代换化简．由ｘ０ ２ｅｘ０＋１ ＋ １ ＋ ｌｎｘ０ ＝ ０，整理得
ｘ０ｅ

ｘ０ ＝ １ｅｘ０
ｌｎ １ｅｘ０

＝ ｌｎ １ｅｘ( )
０
ｅｌｎ

１
ｅｘ０ ．因为函数ｙ ＝ ｘｅｘ在

区间０，＋( )∞ 单调递增，且ｌｎ １ｅｘ０ ＞ ０，所以ｘ０ ＝

ｌｎ １ｅｘ０
，ｘ０ ＋ ｌｎｘ０ ＝ － １，ｅｘ０＋１ ＝ １ｘ０ ． ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｅ

ｘ０＋１ －

２ ＋ ｌｎｘ０
ｘ０

－ １ ＝ １ｘ０
－
１ － ｘ０
ｘ０

－ １ ＝ ０．所以ｈ（ｘ）≥ ０

成立，即ｅｘ＋１ － ２ ＋ ｌｎｘｘ － １≥ ０成立，原问题ｆ（ｘ）≥
ｇ（ｘ）得证．

师：同学们，同构化简思维要求高，技巧性强，
对大家有一定的挑战．我们需要思考的问题是“为
什么所构造的函数求导后这么复杂？”、“是否可以
构造其他函数进行证明呢？”．

生２：求导复杂是由对数部分引起的，可以把对
数前的变量ｘ消掉，这样求导就可能会简单些．

师：很好．想法与我们平时的学习总结不谋而
合，其实就是我们所说的“对数单身狗”．下面，我们
再次将问题转化，将解法一进行优化．

视角２　 “对数单身狗”＋隐零点
解法二：要证ｅｘ＋１ － ２ ＋ ｌｎｘｘ － １≥０，等价于证明

ｘｅｘ＋１ － ２ － ｘ － ｌｎｘ≥０．设ｈ（ｘ）＝ ｘｅｘ＋１ － ２ － ｘ － ｌｎｘ，
求导得ｈ′（ｘ）＝ ｘ ＋( )１ ｅｘ＋１ － １( )ｘ ．易知函数ｙ ＝
ｅｘ＋１ － １ｘ 在０，＋( )∞ 单调递增，且ｙ ｅ－( )２ ＝ ｅｅ－２＋１ －
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ｅ２ ＜ ０，ｙ ｅ－( )１ ＝ ｅｅ－１＋１ － ｅ ＞ ０，所以必有ｘ０ ∈
ｅ－２，ｅ－( )１ ，使得ｙ ｘ( )

０ ＝ ０．当ｘ ∈ ０，ｘ( )
０ ，ｈ′（ｘ）＜

０，ｈ（ｘ）单减；当ｘ∈ ｘ０，＋( )∞ ，ｈ′（ｘ）＞ ０，ｈ（ｘ）单
增，所以ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ（ｘ０）＝ ｘ０ｅｘ０＋１ － ２ － ｘ０ － ｌｎｘ０ ．
又因为ｙ ｘ( )

０ ＝ ０，即ｅｘ０＋１ ＝ １ｘ０，整理得ｘ０ｅ
ｘ０＋１ ＝ １，

ｘ０ ＋ １ ＝ － ｌｎｘ０ ．代入，有ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ ｘ( )
０ ＝ １ － ２ －

－( )１ ＝ ０．所以ｈ（ｘ）≥０成立，即ｅｘ＋１ － ２ ＋ ｌｎｘｘ － １

≥ ０成立，原问题ｆ（ｘ）≥ ｇ（ｘ）得证．
师：将解法一优化后发现，虽然问题仍然是隐

零点，但是代换化简非常简单，化简结果与解法一
中的同构化简是完全一致的．观察式子ｘｅｘ＋１ － ２ － ｘ
－ ｌｎｘ≥ ０的结构，同学们还有其他想法吗？
生３：可以将ｘｅｘ＋１中的ｘ放上去，化为ｅｘ＋１＋ ｌｎｘ ．
师：很好．其实这与２０２２年高考全国甲卷导数

压轴题极其类似．对于ｘｅｘ和ｅ
ｘ

ｘ 结构，都可以指对互
换，把ｅｘ前的量放上去．因此，我们可以把ｘｅｘ＋１ － ２ －
ｘ － ｌｎｘ≥０的证明转化为证明ｅｘ＋ ｌｎｘ＋１≥ ｘ ＋ ｌｎｘ ＋ ２．

视角３　 同构代换＋切线放缩
解法三：由解法二要证ｘｅｘ＋１ － ２ － ｘ － ｌｎｘ≥ ０，

等价于证明ｅｘ＋ ｌｎｘ＋１ ≥ ｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １ ＋ １．令ｔ ＝ ｘ ＋ ｌｎｘ
＋ １，问题等价于证明ｅｔ≥ ｔ ＋ １，显然成立（此处证明
略，学生考场上需要严格证明）．

师：通过换元，问题即化为常见的不等式证明，
是我们熟知的切线不等式．通过对本题进行多角度
的解答，同学们要学会分析问题，结合已有的数学
解题经验，合理地转化．
３　 课后巩固训练
题目　 （九江市２０２２年模拟题）若关于ｘ的不

等式ａｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １ ≤ ｘｅｘ ａ∈( )Ｒ ，求ａ的取值范围．
解：原不等式化为ａ ≤ ｘｅ

ｘ － ｌｎｘ － １
ｘ ，问题转化

为求函数ｘｅ
ｘ － ｌｎｘ － １
ｘ 的最小值．

（方法一）设ｈ（ｘ） ＝ ｘｅ
ｘ － ｌｎｘ － １
ｘ ，求导得

ｈ′（ｘ）＝ ｘ
２ｅｘ ＋ ｌｎｘ
ｘ２

．令ｇ（ｘ）＝ ｘ２ｅｘ ＋ ｌｎｘ，易得ｇ（ｘ）

在（０，＋ ∞）上单增，且当ｘ→ ０ ＋时，ｇ（ｘ）→－ ∞，
ｇ（１）＝ ｅ ＞ ０，所以必有唯一的ｘ０ ∈ （０，１），使
ｇ（ｘ０）＝ ０．当ｘ∈（０，ｘ０）时，ｇ（ｘ）＜ ０，ｈ′（ｘ）＜ ０，
ｈ（ｘ）单减，当ｘ∈（ｘ０，＋∞）时，ｇ（ｘ）＞ ０，ｈ′（ｘ）＞
０，ｈ（ｘ）单增， 所以ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ（ｘ０） ＝
ｘ０ｅ

ｘ０ － ｌｎｘ０ － １
ｘ０

．因为ｇ（ｘ０）＝ ０，所以ｘ０ｅｘ０ ＝ １ｘ０ ｌｎ
１
ｘ０

＝ ｌｎ １ｘ０
·ｅｌｎ １ｘ０ ．由ｙ ＝ ｘｅｘ在（０，＋ ∞）单增，得ｘ０ ＝

ｌｎ １ｘ０
，ｘ０ ＋ ｌｎｘ０ ＝ ０，即ｘ０ｅｘ０ ＝ １，所以ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝

ｘ０ｅ
ｘ０ － ｌｎｘ０ － １
ｘ０

＝
－ ｌｎｘ０
ｘ０

＝ １，ａ≤ １．

（方法二）对于求解ｘｅ
ｘ － ｌｎｘ － １
ｘ 的最小值，考

虑指对互换，有ｅ
ｘ ＋ ｌｎｘ － ｌｎｘ － １

ｘ ．根据经典切线不等
式ｅｘ ≥ ｘ ＋ １及不等式中的同构代换思想，有
ｅｘ＋ ｌｎｘ － ｌｎｘ － １

ｘ ≥ ｘ ＋ ｌｎｘ ＋ １ － ｌｎｘ － １ｘ ＝ １（当且仅
当ｘ ＋ ｌｎｘ ＝ ０时，等号成立）．
４　 教学思考
（１）注重一题多解，发展数学思维
高三复习课中教师要精选题目，通过一题多解

的研究，可以很好地挖掘各部分数学知识和方法间
的联系，全面构建和发展学生的数学思维，从而让
学生解题能力的提高发展为数学核心素养的提升．
文中试题的证明并没有上来就讲解解法三，而是基
于学生已有的数学活动经验，逐步引导学生，在解
决的过程中合理优化，精准施策，从而培养学生的
数学思维，让学生学会用数学的眼光观察世界，用
数学的思维分析世界，用数学的语言描述世界．

（２）尊重学生认知规律，构建数学生态课堂
高三复习课要以学生为主体，尊重学生认知发

展规律，避免满堂灌的教学．特级教师文卫星老师
提倡的数学生态课堂，就是要尊重数学知识的发
生、发展过程，尊重学生的认知规律．文中三种不同
方法的得出是循序渐进的，遵循由难到易，由繁杂
到简单，这是学生在已有数学活动经验基础上，通
过教师的引导，逐步优化得出的．
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