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第二空做了推广和背景探源分析,最后通过反馈练习理解双曲线中渐切三角形面积为定值这一应用.
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　 　 解析几何问题中,几何是思考的起点和终点,也

是问题的缘起和归宿,代数化和“几何”特征是解决

几何问题的工具. 加深几何特征和曲线与方程有关

概念的理解,从不同角度分析其几何结构,并寻求其

思维方法根源,将解决问题思维结构化,以提升“猜

想证明、化归转化、直观想象、数学运算、严谨逻辑推

理和探索实践应用”等关键能力为目标,内化数学

核心素养[１] .

１ 试题呈现

题目　 (２０２３ 届高三第一次 Ｔ８ 联考 １６ 题)已

知双曲线 Ｃ:ｘ
２

ａ２
- ｙ

２

ｂ２
＝ １(ａ > ０,ｂ > ０)的左、右焦点分

别为 Ｆ１ 和 Ｆ２,Ｏ 为坐标原点,过点 Ｆ２ 作渐近线 ｙ ＝

ｂ
ａ ｘ 的垂线,垂足为点 Ｐ,若∠Ｆ１ＰＯ ＝

π
６ ,(１)双曲

线的离心率为 ;(２)过点 Ｐ 作双曲线的切线交

另一条渐近线于点 Ｑ,且 Ｓ△ＯＰＱ ＝ ２ ３ ,则该双曲线的

方程为 .

２ 试题分析与解答

分析　 第一空求双曲线离心率要么直接求出

ａ,ｂ 和 ｃ 中的任意两个,要么求出 ａ,ｂ 和 ｃ 之间的关

系,从而求得离心率. 根据题意给的几何关系以及条

件∠Ｆ１ＰＯ ＝
π
６ ,会想到正弦定理和余弦定理,根据

几何特征,可求得 ＰＦ２ ＝ ｂ, ｜ ＯＰ ｜ ＝ ａ,从而解三角

形求得 ａ ＝ ３２ ｂ 这一重要结果,即可求得双曲线的

离心率.

第二空,过点 Ｐ 的切线 ＰＱ 与双曲线切于点

Ｍ(ｘ０,ｙ０),设 Ｐ ｘ１,ｙ１( ),Ｑ ｘ２,ｙ２( ),表示出 Ｓ△ＰＯＱ ＝

ｂ
ａ ｘ１ｘ２ ,利用双曲线的切线方程联立渐近线方程

—９８—



求得 ｘ１ｘ２ ＝ ａ２,从而根据三角形面积求得 ｂ,即可求

得双曲线方程.

２. １ 第(１)问解析

解法 １　 (正弦定理视角) 设∠ＰＯＦ２ ＝ α,则有

ｔａｎα ＝ ｂ
ａ ,Ｆ２( ｃ,０)到渐近线 ｙ ＝ ｂ

ａ ｘ 即 ｂｘ - ａｙ ＝ ０

的距离为 ＰＦ２ ＝
｜ ｂｃ ｜
ａ２ ＋ ｂ２

＝ ｜ ｂｃ ｜
ｃ２
＝ ｂ.

而 ｔａｎα ＝
｜ＰＦ２ ｜
｜ＯＰ ｜ ＝

ｂ
ａ ,又因为 ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ,

所以 ｓｉｎα ＝ ｂ
ｃ ,ｃｏｓα ＝

ａ
ｃ .

在△ＯＦ１Ｐ 中,∠Ｆ１ＰＯ ＝
π
６ ,

根据正弦定理,得 ａ
ｓｉｎ[α - (π / ６)] ＝

ｃ
ｓｉｎ(π / ６) .

即 ａ
(ｂ / ｃ)·( ３ / ２) - (ａ / ｃ)·(１ / ２)

＝ ２ｃ.

所以 ａ ＝ ３ ｂ - ａ.

则 ２ａ ＝ ３ ｂ. 即 ａ ＝ ３２ ｂ.

所以 ｅ ＝ ｃ
ａ ＝

ａ２ ＋ ｂ２

ａ２
＝ ２１
３ .

解法 ２ 　 (余弦定理视角) 可知 Ｆ１ ( - ｃ,０),

Ｆ２(ｃ,０),ＰＦ２ 的方程为 ｙ ＝ - ａ
ｂ ( ｘ - ｃ),与直线

ｙ ＝ ｂ
ａ ｘ联立得 Ｐ ａ２

ｃ ,
ａｂ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷.

所以 ＰＦ１ ＝
ａ２ ＋ ｃ２

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａｂ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ３ａ２ ＋ ｃ２ .

又因为 ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ２
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ａｂ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ａ, ＯＦ１ ＝ ｃ,

在△ＯＰＦ１ 中,根据余弦定理,得

ＯＦ１ ２ ＝ ＰＦ１ ２ ＋ ｜ ＯＰ ｜ ２ - ２ ｜ ＯＰ ｜ ＰＦ１ ·

ｃｏｓ∠Ｆ１ＰＯ.

则 ｃ２ ＝ ３ａ２ ＋ ｃ２ ＋ ａ２ - ２ａ ３ａ２ ＋ ｃ２· ３２ .

即 ３ｃ２ ＝ ７ａ２ .

所以 ｅ ＝ ｃ
ａ ＝

７
３ ＝

２１
３ .

解法 ３ 　 (中线定理 ＋余弦定理视角) 根据解

法 １ 可知 ＰＦ２ ＝ ｂ, ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ, ｜ＯＦ１ ｜ ＝ ｃ.

根据三角形中线定理,得

ＰＦ１ ２ ＋ ＰＦ２ ２ ＝ ２ ＯＰ ２ ＋ ＯＦ１ ２ .

所以 ＰＦ１ ＝ ３ａ２ ＋ ｃ２ ,下同解法 ２.

解法 ４ 　 (辅助线视角 １) 根据解法 １ 可知

ＰＦ２ ＝ ｂ, ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ, ｜ＯＦ１ ｜ ＝ ｃ.

过点 Ｐ 作 ＰＨ⊥Ｆ１Ｆ２ 于点 Ｈ,则

｜ＯＨ ｜ ＝ ａ
２

ｃ , ｜ＰＨ ｜ ＝
ａｂ
ｃ .

在 Ｒｔ△ＰＨＦ１ 中,根据勾股定理,得

ＰＦ１ ２ ＝ ＰＨ ２ ＋ Ｆ１Ｈ ２ ＝３ａ２ ＋ ｃ２,下同解法 ２.

解法 ５ 　 (辅助线视角 ２) 根据解法 １ 可知

ＰＦ２ ＝ ｂ, ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ, ｜ＯＦ１ ｜ ＝ ｃ.

如图 １,过点 Ｆ１ 作 Ｆ１Ｍ 垂直于渐近线 ｙ ＝ ｂ
ａ ｘ

于点 Ｍ,可知 Ｒｔ△ＯＭＦ１≌Ｒｔ△ＯＰＦ２, ｜ＯＰ ｜ ＝ ｜ＯＭ ｜ .

图 １　 解法 ５ 示意图

在 Ｒｔ△ＰＭＦ１ 中, ｜ ＰＭ ｜ ＝ ３ ｂ ＝ ２ ｜ ＯＰ ｜ ＝ ２ａ,下

同解法 ２.

解法 ６　 (辅助线视角 ２ 优化) 在 Ｒｔ△ＰＭＦ１

中,ｔａｎ∠Ｆ１ＰＭ ＝
Ｆ１Ｍ
ＰＭ ＝

ｂ
２ａ ＝ ｔａｎ

π
６ ＝

３
３ ,则

ｂ
ａ ＝
２ ３
３ .

则 ｅ ＝ ( ｂ
ａ )

２ ＋ １ ＝ ２１
３ .

解法 ７　 (辅助线视角 ２ 优化)过点 Ｆ１ 作 Ｆ１Ｍ

垂直于渐近线 ｙ ＝ ｂ
ａ ｘ 于点 Ｍ 并延长至点 Ｍ′,使得

Ｆ１Ｍ ｜ ＝ ｜Ｆ１Ｍ′ ｜ .
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因为∠Ｆ１ＰＭ ＝
π
６ ,所以△ＰＦ１Ｍ′是边长为 ２ｂ

的等边三角形.

所以 ｜ＰＭ ｜ ＝ ２ａ ＝ ３ ｂ. 下同解法 ６.

解法 ８ 　 (张角定理视角) 根据解法 １ 可知

ＰＦ２ ＝ ｂ, ｜ＯＰ ｜ ＝ ａ, ｜ＯＦ１ ｜ ＝ ｃ.

根据张角定理,得

ｓｉｎ∠Ｆ１ＰＦ２
｜ＯＰ ｜ ＝

ｓｉｎ∠Ｆ１ＰＯ
｜ＰＦ２ ｜

＋
ｓｉｎ∠ＯＰＦ２

ＰＦ１
.

即 ３ / ２
ａ ＝ １ / ２ｂ ＋

１
ＰＦ１

.

得 ｜ＰＦ１ ｜ ＝
２ａｂ
３ ｂ - ａ

.

又因为 Ｓ△ＰＯＦ１ ＝ Ｓ△ＰＯＦ２,

所以 １２ ａ ｜ＰＦ１ ｜ ｓｉｎ
π
６ ＝

１
２ ａｂｓｉｎ

π
２ .

所以 ｜ＰＦ１ ｜ ＝ ２ｂ.

所以 ２ａｂ
３ ｂ - ａ

＝ ２ｂ. 则 ２ａ ＝ ３ ｂ.

即 ａ ＝ ３２ ｂ.

所以 ｅ ＝ ｃ
ａ ＝

ａ２ ＋ ｂ２

ａ２
＝ ２１
３ .

解法 ９　 (张角定理 ＋邻补角 ＋正弦定理视角)

由解法 ８ 得 ｜ＰＦ１ ｜ ＝
２ａｂ
３ ｂ - ａ

.

在△ＯＰＦ１ 中,ｓｉｎ∠ＰＯＦ１ ＝ ｓｉｎ∠ＰＯＦ２ ＝
ｂ
ｃ ,

根据正弦定理,得

ＰＦ１
ｓｉｎ∠ＰＯＦ１

＝ ｃ
ｓｉｎ∠Ｆ１ＰＯ

.

即２ａｂ / ( ３ ｂ - ａ)ｂ / ｃ ＝ ｃ
１ / ２.

则 ２ａ ＝ ３ ｂ.

即 ａ ＝ ３２ ｂ.

所以 ｅ ＝ ｃ
ａ ＝

ａ２ ＋ ｂ２

ａ２
＝ ２１
３ .

评注　 本题破题关键是找到 ａ,ｂ 和 ｃ 之间的关

系得到 ２ａ ＝ ３ ｂ. 解法 １ 和 ２ 以正弦定理为目标,做

种种转化,解法 ３ 引入中线定理,解法 ４、５、６ 利用条

件中的垂直和π６ ,借助辅助线和其几何特征使思路

更加清晰明了,解法 ８ 和 ９ 利用了张角定理和正弦

定理解决,此法不易想到,但不失为一个解决问题的

好方法,当然解法 ８ 用完面积法也可以用余弦定理

求得离心率. 考查学生对基础知识和基本方法的掌

握和理解,也考查了学生观察几何特征和代数运算

等关键能力.

２. ２ 第(２)问解析

解析　 如图 ２,过点 Ｐ 的切线 ＰＱ 与双曲线切于

点 Ｍ(ｘ０,ｙ０),设 Ｐ ｘ１,ｙ１( ),Ｑ ｘ２,ｙ２( ),又因为点 Ｐ,Ｑ

均在 双 曲 线 的 渐 近 线 上, 故 设 Ｐ ｘ１,
ｂ
ａ ｘ１æ

è
ç

ö

ø
÷,

Ｑ ｘ２, -
ｂ
ａ ｘ２æ

è
ç

ö

ø
÷,又因为 ｔａｎα ＝ ｂ

ａ ,

图 ２　 第(２)问解析图

所以 ｓｉｎ２α ＝ ２ｓｉｎαｃｏｓα
ｓｉｎ２α ＋ ｃｏｓ２α

＝ ２ｔａｎα
１ ＋ ｔａｎ２α

＝ ２·ｂ / ａ
１ ＋ (ｂ / ａ) ２

＝ ２ａｂ
ａ２ ＋ ｂ２

.

所以 Ｓ△ＰＯＱ ＝
１
２ ｜ＯＰ ｜ ｜ＯＱ ｜ ｓｉｎ２α

＝ １２ · ｘ２１ ＋
ｂ
ａ ｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

· ｘ２２ ＋ -
ｂ
ａ ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

· ２ａｂ
ａ２ ＋ｂ２

＝ ｂ
ａ ｘ１ｘ２ .
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过点 Ｍ 的切线 ＰＱ 方程为
ｘ０ｘ
ａ２
-
ｙ０ｙ
ｂ２
＝ １.

即 ｙ ＝
ｂ２ｘ０ｘ
ｙ０ａ２

- ｂ
２

ｙ０
.

代入 ｂ２ｘ２ - ａ２ｙ２ ＝ ０,化简,得

ａ２ｙ２０ - ｂ２ｘ２０( )ｘ２ ＋ ２ａ２ｂ２ｘ０ｘ - ａ４ｂ２ ＝ ０.

又因为 ｂ２ｘ２０ - ａ２ｙ２０ ＝ ａ２ｂ２,

所以 - ａ２ｂ２ｘ２ ＋ ２ａ２ｂ２ｘ０ｘ - ａ４ｂ２ ＝ ０.

即 ｘ２ - ２ｘ０ｘ ＋ ａ２ ＝ ０.

所以 ｘ１ｘ２ ＝ ａ２ .

所以 Ｓ△ＰＯＱ ＝
ｂ
ａ ｘ１ｘ２ ＝ ａｂ ＝

３
２ ｂ·ｂ ＝ ２ ３ .

即 ｂ ＝ ２,ａ ＝ ３ .

故双曲线的方程为ｘ２
３ -

ｙ２
４ ＝ １.

评注　 设出 Ｐ ｘ１,ｙ１( ),Ｑ ｘ２,ｙ２( ),破题关键要

利用过双曲线上一点的切线方程联立渐近线方程,

根据韦达定理求得 ｘ１ｘ２ ＝ ａ２,进而利用三角形面积

解决问题,当然此题也可进行仿射变换仿射成反比

例函数解决,不再赘述. 本题是一类特殊的中心三角

形,即双曲线的渐近线与切线围成的三角形称为渐

切三角形.

３ 试题背景探源

３. １ 渐切三角形问题

若直线 ｌ 与直线 ｌ１:ｂｘ - ａｙ ＝ ０、直线 ｌ２:ｂｘ ＋ ａｙ

＝ ０ 分别交于 Ｐ,Ｑ 两点,且直线 ｌ 与双曲线 Ｃ:ｘ
２

ａ２
-

ｙ２

ｂ２
＝ １(ａ > ０,ｂ > ０)只有一个公共点 Ｍ,则

(１)切点 Ｍ 为 Ｐ,Ｑ 中点;

(２)△ＯＰＱ 的面积为定值 ａｂ[２];

(３)ｋＯＭ·ｋＰＱ ＝
ｂ２

ａ２
.

证明　 (１)当切线斜率不存在时,此时顶点即

为 Ｐ,Ｑ 中点;当切线斜率存在时,设 Ｐ ｘ１,ｙ１( ),

Ｑ ｘ２,ｙ２( ),切线方程为 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｍ,与 Ｃ: ｘ
２

ａ２
- ｙ２

ｂ２
＝ １

(ａ > ０,ｂ > ０)联立,得

(ｂ２ - ａ２ｋ２)ｘ２ - ２ｋｍａ２ｘ - ａ２ ｂ( ２ ＋ｍ２) ＝ ０.

则 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝
２ｋｍａ２

ｂ２ - ａ２ｋ２
.

即切点 Ｍ 横坐标为 ｋｍａ２

ｂ２ - ａ２ｋ２
.

切线方程为 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｍ,与 Ｃ: ｘ
２

ａ２
- ｙ２

ｂ２
＝ ０ 联

立得 　

(ｂ２ - ａ２ｋ２)ｘ２ - ２ｋｍａ２ｘ - ａ２ｂ２ ＝ ０.

则 ｘ１ ＋ ｘ１ ＝
２ｋｍａ２

ｂ２ - ａ２ｋ２
.

即 Ｐ,Ｑ 中点横坐标为 ｋｍａ２

ｂ２ - ａ２ｋ２
.

即切点 Ｍ 为 Ｐ,Ｑ 中点.

(２)当切线斜率不存在时,即 ｘ ＝ ± ａ,此时

△ＯＰＱ 的面积为定值 ａｂ;

当切线斜率存在时,证明参考 ２０２３ 届 Ｔ８ 联考

１６ 题第二空解法.

(３)因为 Ｐ,Ｑ 两点在直线 ｌ１ 和直线 ｌ２ 上,则

ｘ２１
ａ２
-
ｙ２１
ｂ２
＝ ０,

ｘ２２
ａ２
-
ｙ２２
ｂ２
＝ ０.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

作差后,得

ｙ１ ＋ ｙ２
ｘ１ ＋ ｘ２

·
ｙ１ - ｙ２
ｘ１ - ｘ２

＝
(ｙ１ ＋ ｙ２) / ２
(ｘ１ ＋ ｘ２) / ２

·
ｙ１ - ｙ２
ｘ１ - ｘ２

＝ ｂ
２

ａ２
.

即ｋＯＭ·ｋＰＱ ＝
ｂ２

ａ２
.

３. ２ 高考试题背景探源

(２０１４ 年高考福建理科 １９ 题)已知双曲线 Ｅ:

ｘ２

ａ２
- ｙ

２

ｂ２
＝ １(ａ > ０,ｂ > ０)的两条渐近线分别为直线

ｌ１:ｙ ＝ ２ｘ、直线 ｌ２:ｙ ＝ - ２ｘ.

(１)求双曲线 Ｅ 的离心率;

(２)如图 ３,Ｏ 为坐标原点,动直线 ｌ 分别交直
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线 ｌ１,ｌ２ 于 Ａ,Ｂ 两点(Ａ,Ｂ 分别在第一,四象限),且

△ＡＯＢ 的面积恒为 ８,试探究:是否存在总与直线 ｌ

有且只有一个公共点的双曲线 Ｅ? 若存在,求出双

曲线 Ｅ 的方程;若不存在,说明理由.

图 ３　 ２０１４ 年高考福建理科 １９ 题图

解析　 (１)因为双曲线 Ｅ 的渐近线分别为 ｙ ＝

２ｘ,ｙ ＝ - ２ｘ. 所以 ｂ
ａ ＝ ２.

所以 ｃ２ - ａ２
ａ ＝ ２. 所以 ｃ ＝ ５ ａ.

从而双曲线 Ｅ 的离心率 ｅ ＝ ５ .

(２)由(１)知,双曲线 Ｅ 的方程为ｘ２

ａ２
- ｙ２

４ａ２
＝ １.

设直线 ｌ 与 ｘ 轴相交于点 Ｃ.

当 ｌ⊥ｘ 轴时,若直线 ｌ 与双曲线 Ｅ 有且只有一

个公共点,则 ｜ＯＣ ｜ ＝ ａ, ｜ＡＢ ｜ ＝ ４ａ.

又因为△ＯＡＢ 的面积为 ８,

所以 １２ ｜ＯＣ ｜· ｜ＡＢ ｜ ＝ ８.

所以 １２ ａ·４ａ ＝ ８,解得 ａ ＝ ２.

此时双曲线 Ｅ 的方程为ｘ２
４ -

ｙ２
１６ ＝ １.

若存在满足条件的双曲线 Ｅ,则 Ｅ 的方程只能

为ｘ２
４ -

ｙ２
１６ ＝ １.

以下证明:当直线 ｌ 斜率不存在时,双曲线

Ｅ:ｘ
２

４ -
ｙ２
１６ ＝ １也满足条件.

当直线 ｌ 斜率存在时设直线 ｌ 的方程为 ｙ ＝ ｋｘ

＋ｍ,依题意,得 ｋ > ２ 或 ｋ < - ２. 则 Ｃ( - ｍ
ｋ ,０) . 记

Ａ(ｘ１,ｙ１),Ｂ(ｘ２,ｙ２),由
ｙ ＝ ２ｘ,

ｙ ＝ ｋｘ ＋ｍ,{ 得 ｙ１ ＝
２ｍ
２ - ｋ.

同理得 ｙ２ ＝
２ｍ
２ ＋ ｋ.

由 Ｓ△ＯＡＢ ＝
１
２ ｜ＯＣ ｜· ｜ ｙ１ - ｙ２ ｜ ,

得 １
２ ｜ -

ｍ
ｋ ｜· ｜

２ｍ
２ - ｋ -

２ｍ
２ ＋ ｋ ｜ ＝ ８.

即 ｍ２ ＝ ４ ｜４ - ｋ２ ｜ ＝ ４(ｋ２ - ４) .

由

ｙ ＝ ｋｘ ＋ｍ,

ｘ２
４ -

ｙ２
１６ ＝ １,

ì

î

í

ïï

ïï
得

(４ - ｋ２)ｘ２ - ２ｋｍｘ -ｍ２ - １６ ＝ ０.

因为 ４ - ｋ２ < ０,所以△ ＝４ｋ２ｍ２ ＋ ４(４ - ｋ２)(ｍ２

＋ １６) ＝ - １６(４ｋ２ -ｍ２ - １６) .

又因为 ｍ２ ＝ ４(ｋ２ - ４),所以△ ＝０.

即 ｌ 与双曲线 Ｅ 有且只有一个公共点.

综上所述,存在总与 ｌ 有且只有一个公共点的

双曲线 Ｅ,且 Ｅ 的方程为ｘ２
４ -

ｙ２
１６ ＝ １.

４ 结束语

本题考查了双曲线的性质、直线与双曲线的位

置关系和渐切三角形的面积表示,考查学生对基本

概念和基本性质的理解以及数学运算等核心素养.

２０１５ 年湖北理科 ２１ 题考查了椭圆中渐切三角形问

题,后期会继续进行探究.
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