
学概括能力和语言表达能力，帮助学生养成良好的

学习习惯，助力学生实现深度学习，发展数学学科

核心素养．同时，再次引导学生感受回归数学教材、
研究高考题是实现高三数学复习减负增效的有效

途径．
三　结语
当前在高三一轮复习过程中，“回归教材”往往

被“填写知识清单”或“题海复习战术”所取代，而

能够进行深度教材内容回归、梳理教材不同模块之

间的联系，构建整个高中数学知识体系和学科思维

方法体系的低耗高效复习模式并不多见．
我国现当代著名哲学家冯契将认识过程概括

为从无知到有知，从知识到智慧的两次飞跃，即通

过对知识的理解、运用与体认，使知识化为主体人

的思维方式与言行准则，将认知的知识转化为求

知、做事和为人的素养．在高三的一轮复习中，应对

教材中核心知识生成过程中蕴含的数学思想与方

法进行激活、迁移、新情境运用，对重点例习题进行

解题经验重组、变式训练、深度挖掘，应注重教材与

真题的进阶式有机结合，抓住转识成智的良机，助

力学生从知识型学习者向能力型学习者转变，促进

学生思维能力与表达能力的提升，促使学科核心素

养真正得以持续良性发展．
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　　１．问题提出
函数导数综合问题是高考的热点和难点，不少

高三教师面对这块内容的复习常常老生常谈，缺乏

自己深入的见解，课后再辅以“题海战术”，展现的

是大题量，快节奏，机械重复的教学形态，因此学生

对所学的内容兴趣不高，解题停留于模仿，对问题

的本源不明，解题无序，推论无理．为了提升教师的
思想认识，不断优化教学行为，前不久，笔者执教了

一节题为《指对混搭函数不等式的证明》的展示课，

获得了听课老师的充分好评．本文将这节课的教学
设计和教学思考呈现出来，供分享．
２．教学设计展示
２．１　教学目标
（１）能从“阶”的角度分析分式型函数的极值；
（２）体会“分而治之”法解决问题的要领，并能

用它证明一些常见指对混搭函数不等式；

（３）更加深刻体会到数学学习中“重视基础，回
归基本”的价值．
２．２　教学重难点
教学重点：用“分而治之”法证明指对混搭函数

不等式．

教学难点：灵活对函数不等式进行变形．
２．３　教学过程
本节课为借班授课，授课班级为某省级示范学

校学生，学生基础较好，课前老师已将如下问题１让
学生提前进行了思考．

问题１　（２０２０年山东卷改编）求证２ｅｘ－１－ｌｎｘ
＞１＋ｌｎ２．
（１）问题铺垫
课堂开始，教师巡查课堂，找到了三种不同的

解法，并让学生代表用投影仪展示出来．
解法１：设ｆ（ｘ）＝２ｅｘ－１－ｌｎｘ，则ｆ′（ｘ）＝２ｅｘ－１－

１
ｘ，显然ｆ′（ｘ）在（０，＋∞）递增，而ｆ′（

１
２）＝

２

槡ｅ
－２

＜０，ｆ′（１）＝１＞０，则存在ｘ０∈（
１
２，１）使得ｆ′（ｘ０）

＝０，此时有２ｅｘ０－１ ＝１ｘ０
，即ｌｎ２＋ｘ０－１＝－ｌｎｘ０．

当ｘ∈（０，ｘ０）时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）递减；当ｘ∈（ｘ０，
＋∞）时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）递增；于是ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ０）＝

２ｅｘ０－１－ｌｎｘ０ ＝
１
ｘ０
＋（ｘ０－１＋ｌｎ２）＝

１
ｘ０
＋ｘ０＋ｌｎ２

－１＞２＋ｌｎ２－１＝１＋ｌｎ２．
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解法２：原不等式变形为ｅｌｎ２＋ｘ－１－（ｌｎ２＋ｘ－１）
－１＋ｘ－ｌｎｘ－１＞０，故只需证［ｅｌｎ２＋ｘ－１－（ｌｎ２＋ｘ
－１）－１］＋（ｅｌｎｘ－ｌｎｘ－１）＞０．设ｇ（ｘ）＝ｅｘ－ｘ
－１，显然ｇ（ｘ）≥０在Ｒ上恒成立，于是ｇ（ｌｎ２＋ｘ－
１）＋ｇ（ｌｎｘ）≥０，而等号取不到，故ｇ（ｌｎ２＋ｘ－１）＋
ｇ（ｌｎｘ）＞０，即［ｅｌｎ２＋ｘ－１－（ｌｎ２＋ｘ－１）－１］＋（ｅｌｎｘ

－ｌｎｘ－１）＞０，故原不等式成立．
解法３：原不等式等价为２ｅｘ－１－１＞ｌｎ（２ｘ），由

切线不等式ｅｘ≥ｘ＋１知ｅｘ－１≥ｘ，于是２ｅｘ－１≥２ｘ，
ｌｎｘ≤ｘ－１，又由ｌｎｘ≤ｘ－１得ｌｎ（２ｘ）≤２ｘ－１，于
是２ｅｘ－１－１≥２ｘ－１≥ｌｎ（２ｘ），两处取等条件不一
致，故２ｅｘ－１－１＞ｌｎ（２ｘ），原不等式成立．

教师：解法１是将函数不等式ｆ（ｘ）＞ｇ（ｘ）的证
明等价为（ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ））ｍｉｎ＞０来处理，进而将问题

转化求函数的最值，这是一种常见处理问题的方

法；解法２借助同构，利用熟悉函数的有界性求解，
过程简单；解法３借助熟悉的结论ｅｘ≥ｘ＋１和ｌｎｘ
≤ｘ－１，直接构建不等关系，直观简捷，体现着较高
的数学素养．下面将上述试题变式成如下问题，让
学生再思考：

问题２　求证：２ｅｘ－２ ＞ｘｌｎｘ．
设计意图：通过２０２０年山东高考改编试题的引

入，集思广益，总结回顾了处理这类问题学生接触

过的三种基本方法．借助问题变式，学生思维受挫，
激发学生的求知欲．

（２）观察发现
观察以下六个函数的图像（如图１），回答问题．

图１
　　问题 ３　 数学中，若依据函数值的“变化速
度”，可将函数定位为不同的“阶”，“幂”“指“对”函

数就是分属不同的“阶”，如“幂函数”相对于“对数

函数”是高阶函数，而“幂数函数”相对于“指数函

数”却是低阶函数．函数ｅ
ｘ

ｘ属于如“
高阶
低阶

”型的函

数；函数
ｌｎｘ
ｘ属于“

低阶
高阶

”型的函数．请观察函数

②③⑤⑥，从“阶”的角度分析，你能发现：“高阶
低阶

”

型的函数有极 值，“
低阶
高阶

”型的函数有极

值．
问题４　根据问题３的结论，结合下列函数的

特点，猜想下列函数是否有最值，有怎样的最值，并

求导验证你的猜想：

（１）ｆ（ｘ）＝ｅ
ｘ－１

ｘ（ｘ＞０）；（２）ｆ（ｘ）＝
２ｅｘ＋１

ｘ３
（ｘ＞

０）；（３）ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ＋１
ｘ２
；（４）ｆ（ｘ）＝槡ｘ

ｅｘ
．

答案：（１）（２）两个函数属于高阶
低阶

，有最小值，

（３）（４）属于低阶
高阶

有最大值．

学生分成四个小组，分别验算猜想，此时教师

用几何画板展示四个函数图像（如图２）：

图２
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　　设计意图：从学生较为熟悉的“六大函数”图像
入手，引导其从“阶”的角度归纳出“高阶比低阶”

和“低阶比高阶”函数取极值的规律，再借助一些具

体函数，让学生经历分析猜想，求导验证，直观感

受，体会规律存在的一般性，为后续求解问题做好

铺垫．
（３）数学应用
教师：数学问题的求解一般遵循等价转化，如

将ｆ（ｘ）＞０ｆ（ｘ）ｍｉｎ＞０；利用充分性证明问题也是
一种常见的方法，如将不等式 ｆ（ｘ）＞０先变形为
ｍ（ｘ）＞ｎ（ｘ），再证明ｍ（ｘ）ｍｉｎ＞ｎ（ｘ）ｍａｘ．利用这一
思路，我们再来看问题２．

思路分析：要证左边大于右边，则可考虑左边

函数的最小值大于右边函数的最大值，给定的不等

式左边函数没有最小值，右边函数也没有最大值，

所以可以考虑让左右两边都有最值，左边要有最小

值，可借助“高阶函数”除以“低阶函数”来实现，右

边要有最大值，则通过“低阶函数”除以“高阶函

数”实现，于是先在原不等式两边除以 ｘ得２ｅ
ｘ－２

ｘ ＞

ｌｎｘ，此时左边为“高阶
低阶

”形式，有极小值，即为最小

值，但右边没有最大，于是再继续除以 ｘ得２ｅ
ｘ－２

ｘ２
＞

ｌｎｘ
ｘ，此时左边函数有极小值，右边函数有极大值．下

面只需具体求出左右两边函数的相应最值即可．

解：２ｅｘ－２＞ｘｌｎｘ２ｅ
ｘ－２

ｘ２
＞ｌｎｘｘ．设ｍ（ｘ）＝

２ｅｘ－２

ｘ２
，

ｎ（ｘ）＝ｌｎｘｘ，则 ｍ′（ｘ） ＝
２ｅｘ－２（ｘ－２）

ｘ３
，ｎ′（ｘ） ＝

１－ｌｎｘ
ｘ２
．由 ｘ∈ （０，２）时，ｍ（ｘ）递减，当 ｘ∈ （２，

＋∞）时，ｍ（ｘ）递增，则ｍ（ｘ）ｍｉｎ＝ｍ（２）＝
１
２，由ｘ

∈（０，ｅ）时，ｎ（ｘ）递增，当ｘ∈（ｅ，＋∞）时，ｎ（ｘ）

递减，则ｎ（ｘ）ｍａｘ＝ｎ（ｅ）＝
１
ｅ．由

１
２＞

１
ｅ知ｍ（ｘ）ｍｉｎ

＞ｎ（ｘ）ｍａｘ，即
２ｅｘ－２

ｘ２
＞ｌｎｘｘ，故２ｅ

ｘ－２ ＞ｘｌｎｘ．

设计意图：通过对开头变式问题的解法分析，

让学生充分领略到“分而治之”法处理问题的简便，

借助思维过程的展示，让学生能知其然，更知其所

以然．
（４）数学实践
问题５　观察下列待证不等式，若用“分而治之

法”证明，该如何变形，说出你的理由．

（１）ｌｎｘ＜ ２
ｅ２
·
ｅｘ
ｘ；（２）ｅ

ｘ －ｘｌｎｘ＋ｘ＞０；

（３）４ｅｘ－２ ＞ｘ（１＋ｌｎｘ）．

答案：（１）ｌｎｘ＜２
ｅ２
·
ｅｘ
ｘ

ｌｎｘ
ｘ ＜

２
ｅ２
ｅｘ

ｘ２
；

（２）ｅｘ－ｘｌｎｘ＋ｘ＞０ ｅ
ｘ

ｘ２
＞ｌｎｘ－１ｘ ；

（３）４ｅｘ－２ ＞ｘ（１＋ｌｎｘ）４ｅ
ｘ－２

ｘ２
＞１＋ｌｎｘｘ ．

问题６　 下面是一道高考真题，请研读解答过
程，分析用到的知识和方法，谈谈对你有哪些启发？

（２０１４年高考简编）求证：ｅｘｌｎｘ＋２ｅ
ｘ－１

ｘ ＞１．

证明：ｅｘｌｎｘ＋２ｅ
ｘ－１

ｘ ＞１ｘｌｎｘ＋２ｅ＞
ｘ
ｅｘ
．

设ｍ（ｘ）＝ｘｌｎｘ＋２ｅ，ｎ（ｘ）＝
ｘ
ｅｘ
，（ｘ＞０），则

ｍ′（ｘ）＝ｌｎｘ＋１，ｎ′（ｘ）＝１－ｘ
ｅｘ
．当ｘ∈（０，１ｅ）时，

ｍ′（ｘ）＜０，ｍ（ｘ）递减；当ｘ∈（１ｅ，＋∞）时，ｍ′（ｘ）

＞０，ｍ（ｘ）递增，于是ｍ（ｘ）ｍｉｎ ＝ｍ（
１
ｅ）＝

１
ｅ．

当ｘ∈（０，１）时，ｎ′（ｘ）＞０，ｎ（ｘ）递增；当ｘ∈
（１，＋∞）时，ｎ′（ｘ）＜０，ｎ（ｘ）递减，于是ｎ（ｘ）ｍａｘ＝

ｎ（１）＝１ｅ；于是ｍ（ｘ）≥ｎ（ｘ），但取等条件不一致，

故ｍ（ｘ）＞ｎ（ｘ）．
本题采用的是“分而治之”法证明不等式，解答

的关键是将原不等式变形为左右两边大家都熟悉

的基本函数ｙ＝ｘｌｎｘ和ｙ＝ｘ
ｅｘ
，由函数ｙ＝ｘｌｎｘ有

最小值 －１ｅ，函数 ｙ＝
ｘ
ｅｘ
有最大值

１
ｅ直接得到结

果．这道题的解答启发我们在数学的学习中一定要
重视基础，回归基本．

设计意图：分而治之法解题的重点不在计算，

而在于学生动笔时，能准确判断如何将函数式分

开，以及不等式两边变形的度．问题５对学生的考查
力求“好钢用在刀刃上”．问题６是高考压轴题，让学
生在课堂有限时间完成，难度颇大，设计为“阅读与

反思”，更接地气．高考试题具有导向性，学习考试
中心给出的参考答案就是在和命题专家直接对话，

领悟试题解法背后的意图，对于学生改进学习方法

很有意义．
（５）数学创新
问题７　 结合本节课学习的内容，立足函数的
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阶，从函数最值的角度出发，能否命制一道“指对混

搭函数不等式”的证明题，并和大家分享你的命题

思路．
设计意图：这一课堂环节的设置具有开放性，

旨在培养学生的创新思维，借助从解题到命题的引

导，将学生的思维引向深入，让学生不但会做别人

命的题，更要善于自己提出问题．
（６）课堂小结及课后巩固（略）
３　教学反思
围绕这节课的教学设计，结合评委的意见，笔

者觉得有如下几个亮点可供探讨．
３．１　适当铺垫，展现数学课堂教学的智慧
裴光亚老师曾经说过：教学艺术的基本特征是

错位，为了抵达目标而偏离目标，其实不是偏离，而

是营造目标赖以生存的环境，越是重要的东西，越

是要隐藏起来，隐藏是为了展现诱惑
［１］．当学生们

为课前给出的问题能“一题多解”，自我感觉良好

时，老师接下来抛出的问题变式让他们一筹莫展，

进退两难，在这样的情绪背景下，学生学习新方法

的热情自然高涨．
３．２　用心设计，着力提升问题的针对性
问题是数学的心脏，本节课的难点在于引导学

生对待证式进行合理变形，问题５设计为让学生观
察待证不等式用“分而治之法”该如何去变形，重点

考查学生变形方向的选择，显得独具匠心，如果设

计为一般的证明题，求导计算的繁琐必将冲淡主

题．问题７的设置具有相当的开放性，直接指向考查
学生的创新思维，引导学生去探究和发现．
３．３　优化学法，于润物细无声处指导
“授人以鱼不如授人以渔”，教师在传授学生知

识的同时，更要教给学生科学的学习方法．正如同

教材，既蕴含了丰富的数学知识，更体现了研究问

题的方法．我们一直强调学习要重视基础，回归基
本，这就需要从复杂的情境中看到基本元素，从几

何中看到基本图形，从代数中看到基本公式，从三

角中看到基本变换，从统计中看到基本模型．如何
做到这点，空洞的说教都不如让学生自己去体会．
学生研读了问题６的参考答案，发现作为高考的压
轴难题，却根基于这些学生耳熟能详的“基本函

数”，倘若自己对这些“基本函数”的特征性质掌握

得足够熟练，自然不会盲目变形．它带给学生的启
示是：即使面对高考，夯实基础，回归基本绝不过时．
３．４　以身示范，教师树立了很好的榜样
《课程标准》中提出：要在数学教学中着力培养

学生的创新精神和实践能力
［２］，优秀的教师是用教

材而不是教教材．特别是高三复习阶段，教师要善
于对知识进行整合与重构，对一些内容要有自己的

独到见解．创新精神从何而来？教师首先要以身示
范，成为学生心中乐于钻研问题的榜样；其次要留

足时空，让学生放手去发现和创造．“分而治之”法
求解指对混搭函数不等式的证明问题，平常解题中

并不多见后，课堂上教师敢于选择这节内容来教

学，源于教师的不断学习与钻研．在问题７的命题环
节，更是留足时空，让学生将思维从课内引向课外，

不断去探索和发现．
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２０１８．

明导向知算理　提升关键能力
———例析二轮复习中数学核心素养的发展

江苏省海安高级中学　（２２６６００）　徐卫华

　　高中数学的六大学科核心素养是高中数学课
程体系与目标的一个集中体现，是具有数学基本特

征的思维品质、关键能力以及情感、态度与价值观

的综合体现，也是每年高考命题的一个主要方向．

在二轮数学复习备考中，教师应该基于课堂，深耕

课堂，合理构建学科教学观念与现代教学模式，突

破传统教学方式的束缚与单一数学知识的局限，全

面优化数学教学策略，促进学生的全面发展．本文
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