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对于一类数列新问题———奇数列、偶数列的探讨

邓超群 崔亭亭

(湖北省襄阳市第三中学)

  新高考模式下,任何知识模块都有可能作为压轴

题．这就导致有些知识考查难度上升,比如数列中出

现对奇数列、偶数列问题的考查．在２０２１年(新高考第

一年)的试题中,我们关注到全国Ⅰ卷解答题第１７大

题,它是一个涉及数列的奇数列、偶数列通项及前n
项和的问题．这种细微的变化也让我们看到了新高考

试题的创新与探索,它在考查学生逻辑推理的基础

上,更注重思维品质的塑造．本文以２０２１年全国Ⅰ卷

第１７题为切入点,研究数列的奇数项、偶数项通项公

式及求和．

１ 对标新课标

《普通高中数学课程标准(２０１７年版２０２０年修

订)》对数列提出如下要求．
１)通过日常生活中的实例,了解数列的概念和几

种简单的表示方法:列表法、图像法、通项公式表示法

等,了解数列是一种特殊函数．
２)通过实例,理解等差数列、等比数列的概念,探

索并掌握等差数列、等比数列的通项公式与前n项和

公式．在具体的问题情境中,发现数列的等差关系或

等比关系,并能用有关知识解决相应问题．体会等差

数列、等比数列与一次函数、指数函数的关系．
由此我们不难发现,在具体的问题情境中,把问

题转化为等差数列、等比数列是关键．２０２１年全国Ⅰ
卷第１７题对于奇、偶混合型递推关系的数列问题,完
全对标了标准里的这个要求,对学生的理解能力、数
学抽象能力、逻辑推理能力、符号语言表达能力等优

秀品质提出了更高的要求．本文力求通过数列奇、偶
项的探讨,提升学生的思维品质．

２ 对标新高考真题

例１ (２０２１年全国Ⅰ卷１７)已知数列{an}满足

a１＝１,且

an＋１＝
an＋１, n为奇数,

an＋２, n为偶数．{

(１)记bn＝a２n,写出b１,b２,并求数列{bn}的通项

公式;
(２)求{an}的前２０项和．

(１)由题设可得b１＝a２＝a１＋１＝２,b２＝a４＝
a３＋１＝a２＋２＋１＝５,又a２k＋２＝a２k＋１＋１,

a２k＋１＝a２k＋２,(k∈N*),故a２k＋２＝a２k＋３,即bn＋１＝
bn＋３,即bn＋１－bn＝３,所以{bn}是首项为２,公差为

３的等差数列,故bn＝２＋(n－１)×３＝３n－１．
(２)设{an}的前２０项和为S２０,则S２０＝a１＋a２＋

a３＋…＋a２０,因为a１＝a２－１,a３＝a４－１,…,a１９＝
a２０－１,所以S２０＝２(a２＋a４＋…＋a１８＋a２０)－１０＝

２(b１＋b２＋…＋b９＋b１０)－１０＝２×(１０×２＋
９×１０
２ ×

３)－１０＝３００．
本题在考查学生阅读理解能力的基础上,还
考查学生的数学符号语言表达能力、逻辑推

理能力．求解这种较复杂的混合型递推关系,需要先找

到相邻两个奇数项的递推关系式,或相邻两个偶数项

的递推关系式,把问题转化为研究奇数列和偶数列的

规律．在第(２)问中,利用奇数列、偶数列之间的关系巧

妙求和．由于求和项数不是特别多,学生可能会跳过找

规律,选择逐项累加完成求和．

３ 对标关键能力

数列求通项关键在于找相邻两项的递推关系式．
如果没有相邻两个自然项的递推关系式,找相邻奇数

项或偶数项的递推关系式也是可以的．例１中相邻两

项递推关系式是有定义域要求的,这里的n分奇、偶
讨论,考查学生的阅读能力和理解能力．教师可引导学

生通过适当变形,找出相邻两个奇数项或偶数项的递

推关系式,采用分奇、偶两大组讨论来研究通项,还可

深入挖掘如何求{an}的前n项和Sn,让学生的思维

能力再上一个台阶．

例２ 例１中其他条件不变,求{an}的前n 项

和Sn．
６３
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由bn＝３n－１,可得

an＝

３
２n－１

, n为偶数,

３
２n－

１
２
, n为奇数．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

当n为偶数时,有

Sn＝(a１＋a３＋a５＋…)＋(a２＋a４＋a６＋…)＝

１＋
３
２
(n－１)－

１
２

２
·n
２＋
２＋
３
２n－１

２
·n
２＝

３
４n

２．

当n为奇数时,有

Sn＝Sn－１＋an＝
３
４
(n－１)２＋

３
２n－

１
２＝
３n２＋１
４

,

当n＝１时等式也成立．

综上,Sn＝

３
４n

２, n为偶数,

３n２＋１
４

, n为奇数．

ì

î

í

ï
ïï

ï
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奇偶混合型数列求和分两步完成:第一步先

求n为偶数时的前n 项和,此时奇数列、偶

数列项数各一半,均为
n
２
,分奇、偶两组求和．第二步

再求n为奇数时的前n项和,利用Sn＝Sn－１＋an,此

时n为奇数,n－１为偶数,Sn－１可巧妙利用n为偶数

时的前n项和公式．注意检验n＝１时公式是否成立．
此题在例１的基础上提高了难度,将前２０项和改为

前n项和,与原题相比项数不确定,学生无法逐项累

加得出正确答案,从探究问题本质的角度看,拓展后

的问题更能激发学生的求知欲望,也更能触及问题的

本质．

４ 对标必备素养

在解决实际问题的过程中哪些情况下我们需要

对数列分为奇数列、偶数列分析呢? 通过归纳和整

理,我们发现出现下列情况需要分类研究奇数列、偶

数列．

１)数列中连续两项和或积的问题an＋an＋１＝

f(n)或an·an＋１＝f(n)．

２)表达式中涉及周期性问题,例如出现(－１)n 或

cosnπ等．

３)下标有明显的奇偶性,例如{a２n},{a２n－１}．
４)已知条件中明确奇数列、偶数列问题．
解决方法 若遇到第１)种情况,我们需要把n换

成n－１,找出相邻两个奇数项或偶数项的递推关系

式,进而求出通项公式,求解时,要注意首项和定义域

的变化．
若遇到第２)种情况,一般以一个周期为研究单

元,把问题转化为找相邻两个单元之间的递推关系式．
其本质还是找相邻两项递推关系式,尤其是含有

(－１)n的表达式,一般分奇、偶讨论．
若遇到第３)种和第４)种情况,直接找相邻两个

奇数项或偶数项的递推关系式,进而求出通项公式．此
外,当我们没有思路时,还可以对数列进行列举,通过

枚举法来发现规律,归纳出奇数项、偶数项的通项

公式．
涉及奇数列、偶数列前n项求和问题一般分奇、

偶两大组讨论,分组转化求和．注意最终结果能否合

并,若能合并为一个表达式最好,若不能合并则用分

段函数表示．

５ 对标实践创新

下面给出练习题,对上述总结的要点进行具体应

用,检测学生对求奇数列、偶数列通项公式及前n项

和的逻辑推理过程是否领会到位．

例３ 已知数列{an}的各项均为正数,其前n项

和为Sn,且a２n＝４Sn－２an－１．
(１)求an,Sn;

(２)设bn＝
２２

an＋１＋ an＋５
,n为奇数,

Sn－Sn－１, n为偶数,

ì
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求数

列{bn}的前８项和T８．
(１)由原式可得４Sn＝a２n＋２an＋１,当n＝１
时,４a１＝a２１＋２a１＋１,即a１＝１;当n≥２时,

４Sn＝a２n＋２an＋１,

４Sn－１＝a２n－１＋２an－１＋１,{
两式作差可得４an＝a２n－a２n－１＋２(an－an－１),所以

(an＋an－１)(an－an－１)＝２(an＋an－１)．
又因为an＞０,则an＋an－１＞０,所以an－an－１＝

２,所以数列{an}是首项为１,公差为２的等差数列,则

an＝１＋(n－１)×２＝２n－１,

Sn＝
n(１＋２n－１)

２ ＝n２,

所以an＝２n－１,Sn＝n２．
(２)由题意可得

７３
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bn＝
n＋２－ n, n为奇数,

２n－１, n为偶数,{
所以 T８＝b１＋b２＋…＋b８＝

(b１＋b３＋b５＋b７)＋(b２＋b４＋b６＋b８)＝

３－１＋ ５－ ３＋ ７－ ５＋ ９－

７＋(３＋７＋１１＋１５)＝３８,

即数列{bn}的前８项和T８＝３８．

例４ 已知f(x)＝２３sin(ωπx)cos(ωπx)－
２sin２(ωπx)＋１(ω＞０),其最小正周期为１．

(１)求ω及f(x)的解析式;
(２)若f(x)＝１在区间(０,＋∞)上的根按从小

到大的顺序依次记为a１,a２,a３,…,an,求数列{an}
的通项公式及其前n项和Sn．

(１)f(x)＝ ３sin(２ωπx)＋cos(２ωπx)＝

２sin(２ωπx＋
π
６
)．

因为f(x)的最小正周期为１,所以２π
２πω＝１

,即

ω＝１,f(x)＝２sin(２πx＋
π
６
)．

(２)由f(x)＝１,即２sin(２πx＋
π
６
)＝１,得２πx＋

π
６＝２kπ＋

π
６

或２kπ＋
５π
６
(k∈N*),所以x＝k或k＋

１
３
(k∈N*),故a１＝

１
３
,a２＝１,a３＝

４
３
,a４＝２,a５＝

７
３
,a６＝３,…,所以

an＝

３n－１
６
, n为奇数,

n
２
, n为偶数．

ì

î

í
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当n为偶数时,有

Sn＝a１＋a２＋a３＋…＋an＝

n
２
(１
３＋
３n－４
６
)

２ ＋

n
２
(１＋

n
２
)

２ ＝
n(３n＋２)
１２ ．

当n为奇数,且n≥２时,有

Sn＝Sn－１＋an＝
(n－１)(３n－１)

１２ ＋
３n－１
６ ＝

(n＋１)(３n－１)
１２ ．

当n＝１时,符合上式,所以

Sn＝

(n＋１)(３n－１)
１２

, n为奇数,

n(３n＋２)
１２

, n为偶数．

ì

î

í
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例 ５ 对 于 正 项 数 列 {an},定 义 Gn ＝
a１＋２a２＋３a３＋…＋nan

n
为数列{an}的“匀称”值．

(１)若数列{an}的“匀称”值Gn＝n,求数列{an}
的通项公式;

(２)若 数 列{an}的“匀 称”值 Gn＝２,设bn＝

(－１)n＋１
８

(４n２－１)an
,求数列{bn}的前n项和Sn．

(１)由题意可知

a１＋２a２＋３a３＋…＋nan＝n２． ①
当n≥２时,有

  a１＋２a２＋３a３＋…＋(n－１)an－１＝(n－１)２． ②
①－②可知nan＝２n－１,所以

an＝
２n－１
n

(n≥２),

当n＝１时也符合上式,故an＝
２n－１
n

(n∈N*)．

(２)同(１)可得an＝
２
n
(n∈N*),且

bn＝(－１)n＋１×
８

(４n２－１)×
２
n

＝

(－１)n＋１×(
１

２n－１＋
１

２n＋１
)．

当n为偶数时,有

Sn＝b１＋b２＋b３＋…＋bn＝

(１＋
１
３
)－(

１
３＋

１
５
)＋(

１
５＋

１
７
)＋…－

( １
２n－１＋

１
２n＋１

)＝１－
１

２n＋１．

当n为奇数时,有

Sn＝b１＋b２＋b３＋…＋bn＝

(１＋
１
３
)－(

１
３＋

１
５
)＋(

１
５＋

１
７
)＋…＋

( １
２n－１＋

１
２n＋１

)＝１＋
１

２n＋１．

综上,Sn＝
１－

１
２n＋１

, n为偶数,

１＋
１

２n＋１
, n为奇数．

ì
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(完)
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