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借助常数列,解数列通项问题

邵南(江苏省徐州市沛县歌风中学 221600)

【摘 要】 数列通项的求解方法数不胜数,但

常数列却凭借特殊的性质,恰当借助构造的常数列,

可以简化求解如an+1=fn  an,an+1=fn  an +

gn  ,an+1=pan +Aqn A ≠0  这三种类型的数

列通项的问题.
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数列作为数学中重要的知识点,求解其通项公

式是经常考查的内容.常见的求解方法有累加法,累

乘法,将数列转化成等差、等比数列,也可以利用数

列前n项和Sn 与数列通项an 之间的关系间接求解.

常数列作为一种特殊的数列,其鲜明特征是在数列

an  中,满足an =an-1 n∈N*  ,恰当地构造常数

列,可以简化求解数列通项的问题,提高解题效率.

类型1 形如an+1 =fn  an 的数列,如果

fn  =
bn+1

bn
,则有

an+1

bn+1
=
an

bn
,则数列 an

bn  是常数列.

例1 在数列中,已知a1=1,前n 项和满足

Sn =
n+2
3 an.

(1)求a2 与a3;

(2)求数列 an  的通项公式.

解  (1)因为a1=1,Sn =
n+2
3 an,

所以S2=a1+a2=
2+2
3 a2,

解得a2=3,

S3=a1+a2+a3=
3+2
3 a3,

解得a3=6.

(2)Sn =
n+2
3 an,Sn+1=

n+3
3 an+1,

两式相减,得到nan+1= n+2  an,

等号两边同时除以nn+2  ,

转化得到
an+1

n+2  n+1  =
an

n+1  n
,

所以数列 an

n+1  n  是各项为1
2

的常数列,

则an =
nn+1  

2
,n∈N*.

问题(1)主要借助a1=1,前n 项和满足Sn =

n+2
3 an 进行展开求解,相对简单;问题(2),首先是

通过关系式Sn =
n+2
3 an 写出前n+1项的和(即

Sn+1),然后作差得到an+1 与an 的关系式,再将其凑

成常数列 an

n+1  n  的形式,最后求得数列an 的

通项.

类型2 形如an+1=fn  an+gn  的数列,可

以先构造辅助数列 bn  ,使得fn  =
bn

bn+1
,则an+1=

bn

bn+1
an + gn  , 用 累 乘 法 求 得 bn+1 =

b1
f(n)f(n-1)…f(2)f(1)

,b1 根据情况适当选取,

然后将an+1=
bn

bn+1
an +gn  两边同时乘以bn+1,得

到an+1bn+1=bnan +gn  bn+1.如果gn  bn+1 可以

写 成 gn  bn+1 =cn+1 -cn, 则 构 造 的 数 列

anbn -cn  或者 anbn +cn  是常数列,进而可以
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求解数列 an  通项.

例2 已知数列 an  的首项a1=
1
2

,Sn 表示其

前n项和,且Sn=n2an-nn-1  ,n
 

=
 

1,2,…,求

数列 an  .

解  因为Sn =n2an -nn-1  ,

所以Sn+1=n+1  2an+1-nn+1  ,

两式相减整理得到an+1=
n

n+2
an +

2
n+2

,

等式两边同乘 n+2  n+1  ,

n+2  n+1  an+1= n+1  nan +2n+1  ,

又因为2n+1  = n+2  n+1  - n+1  n,

所以数列 n+1  nan - n+1  n  是常数列,

n+1  nan - n+1  n=2a1-2=-1,

所以an =1-
1

n+1  n.

利用已知条件Sn =n2an -nn-1  ,延伸出

Sn+1= n+1  2an+1-nn+1  ,再利用作差法并

化简得到an+1=
n

n+2
an +

2
n+2

,分式两边同时乘

以 n+2  n+1  ,去 掉 分 母 得 到(n +2)(n +

1)an+1=(n+1)nan +2(n+1)此时需要注意将

2n+1  分解成 n+2  n+1  - n+1  n 以便

构造常数列.

类型3 形如an+1=pan+Aqn A ≠0  ,此类

递推关系求通项,可以两边先同时除以pn+1,再设

an+1

pn+1+xqn+1

pn+1=
an

pn +x
an

pn
,然后利用待定系数法求

解未知数x,化成求常数列
an

pn +x
an

pn  的通项,最

后求解出数列 an  的通项.

例3 Sn 为数列 an  的前n项和,已知a1=a,

an+1=Sn +3n,n∈N*,求数列 an  的通项公式.

解  因为a1=a,an+1=Sn +3n,

所以a2=S1+3=a+3,

由题意得an+1=Sn +3n,an =Sn-1+3n-1,

两式相减整理可得an+1=2an +2·3n-1,

变形得到
an+1

2n -2
3
2  

n

=
an

2n-1-2
3
2  

n-1

,

所以数列
an

2n-1-2
3
2  

n-1

是个常数列.

所以
an

2n-1-2
3
2  

n-1

=
a2

2n-1-2
3
2  

2-1

=
a-3
2
,

所以an =2·3n-1+ a-3  ·2n-2
 

(n≥2).

综上,数列 an  的通项公式为

an =
2·3n-1+(a-3)·2n-2(n≥2),

a(n=1). 
此题需要通过已知的an+1=Sn +3n 关系式,引

申得到an=Sn-1+3n-1,并利用作差法,搭建an+1与

an 的关系式,转化成熟悉的an+1=pan +Aqn(A ≠

0)的递推关系求通项.

结语

以上求数列的通项,主要借助已知的等量关系,

延伸出n+1项或n项的等量关系的式子,然后将两

个式子作差(或求和),构造出有关数列an+1与an 的

关系,并借助递推关系构造出一个常数列来解题.熟

悉这三种类型的解题思路,可以快速高效地解决此

类数列 an  通项的问题.
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