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由一道考题出发探究圆锥曲线中一组定值性质

一耿开鹏

摘要：本文对一道海口市高三模考中的解析几何

定值问题进行探究，得到了椭圆中的几个斜率定值和

系数定值的优美结论，并通过类比得了双曲线和抛物

线中的相关结果．

关键词：圆锥曲线；斜率；系数；定值；顶点

一、试题呈现

题目 (2022年4月海南省海口市高三四模)已

知椭圆c：与+鲁=1(口>6>o)的离心率为÷，左、
右焦点分别为F1，F：，点P是c上一点，PFl J_PF2，且

△PF。疋的面积为3．

(I)求C的方程；

(Ⅱ)过F，的直线z与c交于A，B两点，与直线z

=一3交于点D，从下面两个问题中选择一个进行解答：

①设E(2，0)，直线嬲，朋，ED的斜率分别为后。，
后2，后3(矗3≠o)，证明：(后。+后2)·lj}3为定值；

②设府=A。耐，蔚=A：耐，证明：A。+A：为定
值．

答案：(I)等+等=1；
，， ，’

(Ⅱ)①(矗。+后：)·七s=一÷；②A-+A z=寻．
二、推广探究

将试题中椭圆方程，点F．的坐标和直线菇=一3的

方程一般化，再依照第(Ⅱ)问选择项①进行推广

得到：
．，2 ．，2

命题1：设E为椭圆与+鲁=1(Ⅱ>6>o)的右

顶点，过点Js(s，O)(s≠±o)的直线与椭圆交于A，B两

点，与直线z=￡(￡≠±。，￡≠s)交于点D，直线鲋，朋，
ED的斜率分别为后1，矗2，尼3(尼3≠O)，则(而。+而2)·尼3

262(s一￡)

o(s—o)(￡一o)‘

证明：平移坐标系使坐标原点移至点E，则椭圆方

程变为掣+芸：l，即
o D。

62戈2+2062戈+02v2=0．

点．s的坐标变为(s一口，0)，直线菇=￡的方程变为石=￡

一口．因为局，≠0，所以直线A曰的斜率不为O，在新坐标

系下设其方程为z=my+。一n，则竺!型=l，与椭圆方

程联立得

62戈2+2n62菇．兰—二—!坚+。2y2=0，
S一口

即(s一。)n2y2—2口62僦)，+(s+口)6222=0，

两边同时除以戈2得

(s一口)口z(上)2—2口62m．上+(。+口)62=0，

在新坐标系下设A(戈。，y，)，曰(彤：，)，：)，因为平移后斜率

不变，所以

y1 ，，2 2062m 262m

七-“z。i+i 2丁i澎2而‘石l 茹2 (s一口J口。 nL s—o，

显然m≠o，则D(￡一。，≮≯)，故七s=嵩，
删¨¨吨一若等啬．
将命题1中右顶点改为左顶点，可得：

命题2：设E为椭圆乏+鲁=1(血>6>o)的左

顶点，过点Js(s，0)(s≠±口)的直线与椭圆交于A，B两

点，与直线咒=t(t≠±o，￡≠s)交于点D，直线尉，朋，
ED的斜率分别为忌。，后2，．|}3(矗3≠O)，则(Jj}1+忌2)·|j}3=

262(s—f)

o(s+口)(f+o)‘

将命题1中点|s的位置改为y轴上，右顶点改为上

顶点，探究得到如下命题．
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命题3⋯：设E为椭圆之+各=l(。>6>o)的

上顶点，过点S(0，s)(s≠±6)的直线与椭圆交于A，B

两点，与直线y=￡(￡≠±6，f≠s)交于点D，直线础，

EB，E。的斜率分别为后，，南：，后，，则(去+去)。吉
202(s一￡)

6(s一6)(f一6)’

命题3的证明与命题1类似，略．将命题3中上顶

点改为下顶点，可得：

命题4：设E为椭圆与+各=1(口>6>o)的下

顶点，过点．s(0，s)(s≠±6)的直线与椭圆交于A，B两

点，与直线y=￡(￡≠±6，￡≠s)交于点D，直线EA，E曰，

E。的斜率分别为七。^，_|}，，则(丢+去)‘丢
2口2(s一￡)

6(s+6)(f+6)‘

将试题第(Ⅱ)问选择项②进行推广得到如下

命题．

命题5‘2|：设过点S(5，0)(s≠±o)的直线与椭圆

冬+告=1(。>6>o)交于A，B两点，与直线戈=￡(￡

≠±o，￡≠s)交于点D，AD=A 1A|s，曰_D=A 2BS，

———÷———’————’——’

贝o A。+A：：三掣．
证明：设A(戈。，)，。)，B(戈：，y2)，D(￡，n)，显然A。≠

1，A 2≠1，由AD=A 1AS，得

(f一茁1，n—y1)=A 1(s—z1，一)，1)，

解得A(瓮，去脯人椭圆方程得
62(苦)2+。2(高)2_。2 62，

整理成关于A，的一元二次方程得

(s2一02)62A；+262(02一s￡)A 1+62￡2+02(n2—

62)=O，

由曰D=A：曰g同理可得

(s2一02)62A；+262(02一s￡)A 2+62￡2+02(n2—

621=0．

所以A。，A 2是关于戈的方程(s2一。2)6222+262(02

嬲缫翩

一s￡)戈+62￡2+02(凡2—62)=0的两个解，故A j+A2=

2(02一s￡)—可。
^一2

命题6：设过点s(o，s)(s≠±6)的直线与椭圆每

^，2

+鲁=1(o>6>o)交于A，B两点，与直线y=￡(￡≠±

6，￡≠s)交于点D，蔚=A。赢，蔚=A：赢，则A，+A：
2(62一sf)

62一s2
’

三、类比探究

对双曲线进行探究，得到了与命题1、命题2、命题

5类似的结果，证明过程略．

命题7：设E为双曲线之一鲁=1(n>o，6>o)的

右顶点，过点．s(s，0)(s≠±口)的直线与双曲线交于A，

B两点，与直线戈=￡(￡≠±o，f≠s)交于点D，直线EA，

EB，ED的斜率分别为矗。，后：，后3(七3≠0)，则(庇，+后：)·

， 262(s一￡)

如2忑=万F可。

命题8：设E为双曲线与一告=1(。>o，6>o)

的左顶点，过点s(s，0)(s≠±o)的直线与双曲线交于

4，B两点，与直线z=￡(f≠±o，f≠s)交于点D，直线

尉，EB，ED的斜率分别为后。，七2，七3(南3≠0)，则(南。+

¨飞一者等％．
命题9：设过点S(s，0)(s≠±o)的直线与双曲线

之一各=1(口>o，6>o)交于A，B两点，与直线戈=

t(￡≠±口，￡≠s)交于点D，府=A声，蔚=A廊，则A。+A：：掣．
对抛物线进行探究得到：

命题10：设过点s(s，0)(s≠o)的直线与抛物线

)，2=2p戈(p>0)交于A，日两点，与直线戈=￡(￡≠o，￡≠

s)交于点D，0为坐标原点，直线伽，DB，DD的斜率

分别为矗，，庇。，五，，则(．j}。+南：)．矗，：型芏尘．

证明：设直线AB方程为石=my+s，即竺1竺=1，
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与抛物线方程联立得

y2一枷．竺里=0．
5

即5y2+2pm，茗y一2p戈2=0，

两边同时除以戈2得

s(上)2+2pm．上一2p=O
石 咒

设A(石。，y。)，B(戈：，y：)，则

．|}。+尼：：塑+丝：一塑．
戈l 戈2 S

显然m≠0，则D(￡，尘!)，故七，=尘』，所以
，n m￡

(元。+．|}：)．忌，：掣．
命题11：设过点Js(s，0)(s≠O)的直线与抛物线

，，2=2p戈(p>0)交于A，B两点，与直线戈=￡(￡≠O，￡≠

。)交于D，府=A。吞，赢=A：赢，则A。+A：=坐．
证明：设A(z。，y。)，B(x：，)，：)，D(t，n)，显然A。≠

1，A 2≠1，由AD=A lA．s得

(￡一戈l，n—y1)=A 1(s一戈1，一)，1)，

解得A(}；等，r≥一)，代入抛物线方程得

(去)2_2p·苦．
整理成关于A．的一元二次方程得

2psA；一2p(s+f)A 1+2pz—n2=o．

由BD=A：B．s同理可得

2psAi一2p(s+t)A 2+2p￡一n2=o

所以A，，A：是关于戈的方程

2ps戈2—2p(s+￡)z+2p￡一n2=0

的两个解，故A。+A：=生坐．
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的四个交点的横坐标依次为戈1，戈2，戈3，石4(戈1<石2<石3

<戈4)，贝0 x1+石4=石2+石3．

六、教学启示

2022年高考已经尘埃落定，留给大家的是无数的

探究与反思．在深入研究试题的同时，一线教师也做出

了深刻的反思．试题难在何处?在今后的教学工作中

如何教以更好地适应考?通过对本道高考试题的分

析，不难体会到高考试题命题来源于教材，背景十分平

和，熟悉，但是设问十分灵活，不走寻常路，解决方法是

通性通法，没有半点特殊技巧．因此，我们可以看新高

考试题命题的特点在于平凡之处隐含创新精神，通法

之处体现探究韵味心J．所以在教学当中，应当强化以下

几点．

第一，新授课要注重概念讲解，让学生明白知识的

来龙去脉．概念是数学解题的基础，是命题老师命制试

题的出发点．比如本题中的指对转化就是教材中的内

容．如果教师能够在课堂教学中把指数式，对数式的概

念讲解清楚，学生就能够熟练的转化，体会同构的思

想．因此，新高考试题注重对概念的考查，这对中学数
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学教学起到了指明方向的重要作用．教师要舍得花时

间，引导学生主动探究，不能将数学学习等同于机械

刷题．

第二，复习课要强调专题讲解，以典型的高考试题

为例，强化一类题型，方法的运用．教师要善于做好教

学设计，提前精心选题，以典型的试题带动一类题型，

一类方法，在减轻学生学习负担的同时让学生会一题

即会一类．这就要求教师必须自己先入题海，研究透试

题，才能把最好的奉献给学生．因此，新高考对教师的

能力提出了更高的要求．对于解题方法的选取，要来源

于教材，通俗易懂，不要过分运用技巧，要让学生容易

接受从而形成正迁移而不是死记硬背．
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