
对一道2022年复旦大学强基计划试题的探究

■张志刚

摘 要：对一道2022年复旦大学强基计划三元

最值试题进行探究，分别从转化为一元函数最值、不等

式放缩等视角尝试消参减元．比较各解法可知，利用正

切恒等式解答可规避多次消元及换元的繁琐推演，进

而对正切恒等式进行了推广．
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一、试题呈现

(2022年复旦大学强基计划测试第1题)在锐角

△ABC中，sinA=2sinBsinC，求ta—tanBtanC的最

小值．

本题以三角形为载体，探求三元函数的最值问题，

考查数学运算、逻辑推理、数学抽象等核心素养，试题

设计简洁清新，思维跨度较大，颇具综合性、挑战性和

选拔性，具有较高的研究价值．

二、试题解答

对于多元函数最值问题，消参减元是贯穿解题过

程的一条主线，即把多变量问题转化为二元(或一元)

函数或方程问题⋯．具体到本题，可通过消元转化为

一元函数最值问题(解法1、2)，不等式放缩(解法3、

4)等视角寻求突破．解答过程中需要适时采用换元

法、放缩法、配方法、构造法及函数与方程、转化与化归

等数学思想方法，最终实现降幂、化简、消元之目的．此

外，由于本题中变元是三角形的三个内角，注意三角形

内角和定理的应用．

思路：转化为一元函数最值

解法l：换元法

由sinA=2sinBsinC，即sin(B+C)=2sinBsinC，亦

即sinBcosC+cosBsinC=2sin8sinC，等式两边同时除

以cosBcosC，得tanB+tanC=2tanBtanC，故ta以=

一tan(B+c)=一{岩=云熹，贝o、 ’

l—tanBtanC tanBtanC一1⋯’

t舢an脒=岩．弘tan胁nc_l汊
在锐角△ABC中，tanAtanBtanC>0，从而tanBtanC—l

>o，即￡>o．所以ta以tanBtanc：型业：2(￡+
÷+2)≥2(2√：·÷+2)=8，当且仅当弘÷即扣
1时取等号．

f‘anA=4
此时Jtan口tanc：2 ，

【tan曰+tanc：4

f‘a以2
4

解得JtanB=2+在

Itanc=2一厄

f‘anA=4
或JtanB=2一厄，

【tanc=2+厄

所以ta以tanBtanC的最小值是8．

点评：本题中变元是三角形的三个内角，由三角形

内角和定理得tam4=一tan(B+C)，结合

两角和的正切公式得ta“tanBtanC：等，从而将变元4消掉，再通过换元￡=
tan曰tanC一1，进一步转化为关于￡的一元函数最

值问题．

解法2：构造等差数列

同解法l得tanB+tanC=2tanBtanC，等式两边同

时除以tanBtanc，有：函+：≥=2=2×l，则正数

三函，1，：五构成一个等差数列，设其公差为d，即三函
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◇型L———羔型堕L一=-吐去=-地从而tan曰=南，tanc=南，
ta血．一tan(B+c)=一等=

1 l

1一d 1+d

1 1

1一d 1+d

2

d2’

所帅m⋯c=砉·南·南

丽≥ d2+1一d2、2
—■■一)

=8

当d2=1一d2即d=±等时取等号，所以

tanAtanBtanC的最小值是8．

点评：本题得到tanB+tanC=2tanBtanC后，继续

变形得：函+：乏=2×1，发现：函，：面是1的等差
中项，于是可构造一个等差系列，进而将tan曰，tanC，

la以都用公差d表示，从而将问题转化为关于d的一元

函数最值问题．

解法3：利用基本不等式放缩

同解法1得tan日+tanC=2tanBtanC． 又

ta血tanBtanC=tanA十tanB+tanC，所以tanAtan日tanC

=ta“+2tan曰tanC．在锐角△ABC中，tan曰>0，tanC

>0．

所以由基本不等式得tanAtanBtanC=ta以+

2tan曰tanc≥2以面F五i百面万，

从而ta血tanBtanC≥2~／ta以·2tanBtanC，解得

ta埘tan日tanc≥8，当且仅当ta以=2tan曰tanc=4

f
‘anA=4

f
‘a以2 4

即{tan曰=2+在或J tan日=2一厄时取等号，故

【tanc=2一厄【tanc=2+厄
tanAtanBtanC的最小值是8．

点评：解法3运用性质ta以tan曰tanC=tanA+tanB

+tanc，化积为和，结合已知条件tanB+tanC=

2tan曰tanC与基本不等式构造了关于乘积式

ta似tan日tanC的不等式．在运用基本不等式时，要注意
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检验等号能否成立．

解法4：利用基本不等式放缩

同解法1得tanB+tanC=2tan曰tanC，即有

tanBtanc =塑掣， 由基本不等式得
Z

2tan，4tanBtanC = tanA(tanB + tanC) ≤

(垫生竺型)2，又ta以+tanB+tanC：(——————二—————一) ， 又 tanA + tanB + tanC =

tam4tanBtanC， 所 以 2ta以tan日tanC ≤

(塑丝罢竺型)2，解得ta以tanBtanc≥8．当且仅当
Z

tanA=tan日+tanC

f‘a一～一
即J tanB=2+√2

l 一
【tanC=2一√2

『‘a以～一
或Jtan日=2一√2

I 一
【tanC=2+√2

时等号成立，所以tam4tanBtanc的最小值是8．

点评：解法4运用性质ta以tanBtanC=tarL4+tanB

+tanc，化和为积，构造了关于乘积式ta“tan曰tanc的

不等式，解题效益大幅提高．

比较上述几种解法，解法1借助三角形内角和定

理实现首次消元，再令￡=tan日tanC一1进行二次消元，

再结合基本不等式求得一元函数的最值，思维跨度较

大，运算过程较为繁琐；解法2经历多次变形，敏锐发

现了等差数列模型，进而设出等差数列的公差d，并最

终将问题转化为关于d的一元函数最值，方法不可谓

不妙，但需要考生丰富的想象能力和较强的运算求解

能力；解法3和4充分利用应用性质ta“tanBtanC=

tanA+tanB+tanC，“化积为和”或“化和为积”，回避

了解法1，2中多次消元及换元的繁琐运算，进退自如，

简捷明快．

三、问题溯源

解法3和4中应用的性质“tanAtan曰tanC=ta以+

tanB+tanc”，源于《普通高中标准实验教科书数学·

必修4·B版》(人民教育出版社2007年版第2版)第

154页第7题：

在斜△A曰C中， 求证：ta埘+tan曰+tanC
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圹——塑型墨L———』堕够
=fanAtanBtanC． 又 tanA + tanB + tanC = fanAtan曰tanC， 且9

证明：由两角和的正切公式tan(A+曰)= 2tan日tanC=2+tan曰+tanC．

篇，得tanA+tanB=tan(A+B)一
tanAtan曰tan(A+曰)，即tanA+tan曰=tan(叮T—C)一

tanAtan曰tan(1『一C)，即有tanA+fanB+tanC

=lanAtanBtanC．

上题揭示了斜三角形的一个独特、奇妙的结论：三

内角正切值的乘积等于正切值的和，故可称为“正切

恒等式”，利用此等式可实现三角形三内角正切值

“积”与“和”的互相转化，在探求三角定值、极值等问

题中发挥着重要作用，下面再举两例说明．

例1 (2021年北京大学优秀中学生寒假学堂第

17题)在锐角△ABC中，求tanAtanB+2tan日tanC+

3ta以tanC的最小值．

解析：在锐角△A曰C中，tanA，tan曰，tanC>O，又

ta以+tanB+tanC=tanAtan日tanC，等式两边同时除以

协栅a衄协以，得面^面+面‘面+tanA·tan拶 tand·tan0

l面而2 1·
由柯西不等式得：(志+志+tana。tan廿 tan廿‘tan乙

面寿面)·(‘a以tan曰+2ta幽anc+3tanAtanc)≥
(1+厄+万)2，当且仅当ta以tan日：厄tanBtanc：

万tanctanA时取等号，所以tanAtanB+2tanBtanc+

3ta以tanc的最小值是(1+应+万)2．

例2 在锐角△A日C中，角A，日，C的对边分别为

口，6，c，若(6一sinC)cosA=sinAcosC，且o=2，则

盖的最大锄一．
解析：由题意得6co“=si“cosC+co科sinC，即

6co科=sin(A+C)=sin曰，

从而：i=志，由正弦定理知盅=志，所以
士：去，得tanA：2．co科sinA“。⋯⋯’

在锐角△ABC中，tanB>0，tanC>0，由基本不等

式得2+tanB+tanc≥2+2“磊丽，从而
2tanBtanc≥2+2以而丽丽，解得tanBtanc≥

半，卦nB-canc=半帜等号，所以
揣=志≤熹牛椰。盖的面2面≤再i 23-√5，耳p蕊的

2

最大值为3一万．

四、结论推广

对正切恒等式推广，可得如下结论：

结论1：已知d+p+y=后1T(后∈Z)，且a，卢，7≠

七1T+{}(七 ∈ z)， 贝o tana + taq|8 + tany

=tandta邙tany．‘21

证明：当d+p+7=矗1T(矗∈z)且“，卢，y≠l|}1T+

要(矗∈z)时，a+卢=后盯一y，等式两边同时取正切

得，tan(a+卢)=tan(矗丌一y)，

即#竺2兰黑：一tan7，进而tana+ta邮+tan7’1一tanata嵋 一⋯。 。 ’

=tan仅ta邶tany．

例3 在△ABC中，求证：

A 8 B C C 一

‘an了‘an i+‘an了‘an了+‘an i‘an了2
1·

证明：在△A曰c中，以+B+c=盯，可得鲁+导+

c导一詈，=o，所以tan孚+tan导+tan c导一詈，=
A B ，C 1T、

‘an了‘an i‘an(了一i)，

栅tan詈+tan导一专=
Can_

(下转第8页)
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点与极线，如图5，设直线删与直线f交于点Q，则由

引理1可知M，Ⅳ，P，Q是调和点列，故由定义2得：羔=

筹卿篇=篇，所以Ⅳ儿Q，P是调和点歹IJ，故由定
义3知直线AJ7＼，，AM，AQ，AP为一簇调和线束，即直线

A日，AM，Ar，AP为一簇调和线束．因为AP平行于删，

故由引理3可知Ar平分线段删，即M于=m
双曲线和抛物线有与探究4类似的结果(不再赘

述)，于是我们得到：

结论：设过点P的直线交圆锥曲线E于M，Ⅳ两点，

曲线E的P所对应的极线交曲线E于A，日两点，过肘

且平行于AP的直线与线段A曰交于点r，点日在直线

肘，上，则肘r=册的充要条件是直线删过定点A．
解析几何解答题有较强的综合性，对学生运算能

力和逻辑推理能力要求高，而很多解析几何综合题都

蕴含着相同的命制背景，因此在日常教学中应对解析

几何中的典型问题进行挖掘，探究其本质，实现“研一

题，通一类”‘4|，达到深度学习的目的．
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tan孚tan詈(一—{)，等式两边同时乘以tan导，得
tan——
2

A R R C C A
协n
i协n丁¨an丁诅n虿+‘an虿诅n i

2 1’

易知结论l的逆命题亦成立，即得结论2．

结论2：当口，卢，y≠J]}仃+要(五∈z)时，若tan口+

ta邮+tan7=tanata邶tany，贝0d+卢+y=七订(后∈Z)．

由此可知， 等式“tana+ta唯+tany=

tandta邮tan7”成立的充要条件是“a+届+y=后1T(矗

∈z)且a，卢，y≠后1T+要(后∈z)”．

例4(2015年全国高中数学联赛新疆赛区预赛

高一第4题)已知d，口均为锐角，且(1+tana)(1+

ta邶)=2，则a+口=——．
解析：由题意得1+tana+ta叩+tanata邴=2，即

·8·

tana十taHp～1=一tanataqp，功；即tand+taqp+

tan(一弓}-)=tanataqptan(一号)，所以a+卢+(一号)
=I|}叮r(后∈z)，又d，卢均为锐角，0<d+卢<丌，所以

d+卢=孚．

通过以上分析可以看出，应用以上结论可以有效

突破思维瓶颈，降低思维难度、大幅减少运算量，加快

解题进程，促使问题顺利解决．
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