
韦达定理在圆锥曲线非对称问题中的应用
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摘要：直线与圆锥曲线相交的问题中，通常是利

用韦达定理整体代换两交点坐标对称结构的表达式，

但是在遇到非对称结构表达式时，如何转化为对称结

构，应用韦达定理求解，本文归纳了三种常见类型及转

化方法．
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直线与圆锥曲线相交弦的问题，经常用韦达定理

法．将直线方程代人到曲线方程，消元后得到一个一元

二次方程，利用韦达定理得到xl+戈2和算．x2之间的关

系，可以快速处理I戈．一戈：I、二+二、z；+戈；之类的“对

称结构”，转化为s(戈．+戈2)+纨．戈2+u韦达定理的形

式，但是有的题目把已知条件转化成方程后，会涉及不

同系数的方程或代数式，比如求算：=红。、口戈，+如：+c=

o、!!÷鲁竺三磐之类的“非对称结构”，并Il一夕苤的”韭对豫结构”茸、口2菇l+62咒2+c2xl戈2+d2～八州
””’¨，J-⋯， '／。

不能完全整理为韦达定理的形式．那么遇到非对称结

构表达式时，如何转化为对称结构，应用韦达定理求解

呢?下面归纳了三种常见类型及转化方法，举例说明．

一_2=纨I配凑法

z：=执．非对称的结构，我们可以通过x：=缸。，得算。

+戈：=(1+￡)z。，戈。z：：执。：，配凑成竺L笪：
尘二笪对称结构的形式，应用韦达定理处理．

例1 已知动点肘(x，，，)到直线f：菇=4的距离是

它到点Ⅳ(1，0)距离的2倍．

(1)求动点肘的轨迹C的方程；

(2)过点P(O，3)的直线Z与轨迹C交于A，B两

点，若A是PB的中点，求直线Z的斜率．

解：(1)动点M的轨迹方程为÷+每=1，过

程峪．

(2)当直线f的斜率不存在时，A，B两点为椭圆的

上下顶点，显然不符合题意．

当直线2的斜率存在时，设方程为y=玩+3．

由l等+等吐
【y=玩+3，

消去戈，得(3+4||}2)x2+24||}x+24=0，其中△=(24矗)2

—4×24(3+4I|}z)>o，即I|Iz>寻，所以矗>譬或

．|}<一墨．设点A(扎)，I)，B(％y2)，则戈．+x2：

一_丝!妥，戈。戈：：_型毫， 因为A是PB的中点，所以一r_石’戈-戈：2r_石， 凶力A是尸B的甲点，所以

铲掣柳铲2钆所以堕型：粤譬卿戈I=÷-，即戈2=2戈l，所以二兰=∑—}，即
24l|：：

2

罕：竿．黼：：詈删忌：寻或而
I|}：一睾故直线f的斜率为J|}=±寻．

二、似l+缸2+c=0转化配凑法

口x。+如：+c=0非对称的结构，我们可以通过变

形戈：=一}．一÷，类似数列口川=A口。+肛求通项公
D D

式方法，进一步变形为菇：+丁毛2一詈(菇-+了乞)，

若令x·=(戈-+了毛)，x：=戈：+了乞，t=一詈，转化口十D 口+D D

为x：：Ⅸ。，配凑成掣：尘{丛对称结构的为x：2Ⅸ·，配凑成∑寻2半对称结构的
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形式，应用韦达定理处理．

例2‘11 已知抛物线C：)，2=4z，定点P(2，1)，直

线f与抛物线交于A，B两点，且有商=—}赢，求直线f

的斜率．

解：设点A(戈。，y，)，B(石：，)，：)，直线z方程为z一2

由暖≥叫，
消去戈，得y2—4，形+4m一8=0．

则群2纛
因为在=毒赢，所以(2一戈。，1一)，，)=号(石：一2，

所以
【(yl—1)+(y2—1)】2 (1—7)2

()，1一1)()，2—1) 一7
’

[()，1+)，2)一2]2 36一==一yly2一(y1+y2)+1 —7

所以≠若斋

即

=兰，解得m=2或m=

一1，所以直线f的斜率为丢或一1．
三、!!÷≥竺±!掣和积转换法心]

口221+6222+c221龙2+d2

olxl+6lx2+ctxl菇2+dl

02石l+62茗2+c2菇l石2+d2
非对称的结构，我们可

以通过戈l+咒2，戈l戈2整体关系，得出zI戈2=A(算1+戈2)+

肛，和积转换成对称结构的形式，应用韦达定理处理．

例3 已知点F为椭圆E：等+每=l的右焦点，
A，B分别为其左、右顶点，过F作直线2与椭圆交于M，

Ⅳ两点(不与A，B重合)，记直线AM与BⅣ的斜率分别

矗．

为_j}。，Jc：，证明≠为定值

解：点F(1，0)，设过点F的直线Z方程为戈=￡y+

由I舞

消去x，得(4+3t2)y2+6ty一9=0，因为点F在椭圆内，

这个方程必有两个实根，设直线f与椭圆的交点为点

M(戈1，y1) ，Ⅳ(x2，)，2)，

f
lyl+y2=一

则j
∽z一了

4+3￡2’

9

+3￡2‘

由椭圆方程可知A(一2，O)，B(2，O)，因此后。=

石l+2
，后2=

后．
从而≠

七，

y2

戈2—2’

yl(戈2—2) yI(￡y2—1) fyl)，2一y

y2(戈l+2) )，2(fyl+3) ￡yl，，2+3y2

由韦达定理和积转换，可得￡y。y：=÷()，。+y：)，所
气

喀=
￡)，ly2一)， 知％h
‰+3y：昙(y，％)+3)，：^ 、／J ／‘7 ，‘

所以
后1

后．

1

7·
+

3

7z
3 9

7-+7z
oI戈l+6l菇2

口2戈l+62石2

+cl石1x2+d1

+c2石1戈2+d2

}，为定值．
j

半代换配凑法

我们可以通过只代换戈。z：，对戈。，戈：其中某个进行

配凑，把变量集中，使其能构成比例形式

另解：

9t

4+3f2 4

￡y】)，2一y1 4+3￡2

3y

)

为定值

9f

4+3￡2
+3y2

一y

． 9￡
‘ 一————_+

4+3￡2

3f一而+y2
一志q：4+3￡2

。‘

3)，2

1

3’
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设t：sin号，则o<t<1，l／四边形僦。=詈(t一一．

设八t)=詈(t一。，则／’(t)=号(1—3即，o<t
<1．

所以当。<￡<譬时，，(￡)>。以￡)单调递增；

当譬<￡<1时，m)<。以￡)单调递减．所以

弘竽帅)取得最大值訾．
所以四面体4Bc。’体积的最大值为訾．

动态的变化引起的最值问题，应找出问题中的动

态变量关系式，建立目标函数，在目标函数建成后，可

用一次函数的端点法，二次函数的配方法、公式法，函

数有界法(如三角函数等)，对勾函数或基本不等式，

及函数的拐点导数法等求目标函数的最值，进而解决

几何最值(范围)问题¨-．

参考文献：

[1] 吕二动．活跃在竞赛试题中的三角函数最值问

题[J]．数理化学习：高中版，2022(06)：39—40．

[福建省宁化第一中学(365400)]

以上两种方法是解决此类问题的通法，当然本题还可

以利用圆锥曲线方程代人法，急=凳尝l等，则
c番瓣翮籍吐眦㈡”
手)，同理有)，；：3(1一拿)．所以(鲁)2：
3(1一等m：_2)2 (2飞)(2飞)

3(1一{；)(石，+2)2
‘2+z2’‘2+x1’

}}薯暑篙．联立直线与椭圆的方程，消去

y，应用韦达定理处理．

直线与圆锥曲线综合问题中，不仅要强化理解几

何问题代数化的思路方法，而且要重视运算过程的分

析指导，揭示算法背后的算理，探索减少运算的技巧，

这样才能真正地提升数学运算核心素养．
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