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函数因导数而精彩

——运用导数解决复合函数问题研究

安徽亳州市蒙城县第二中学（233500）　陈　虹 

［摘　要］导数是研究和解决函数问题的重要工具，也是衔接高中数学和大学数学的桥梁。函数与导数相结合，

运用导数处理函数问题，是近几年高考的热点。文章研究这些热点题型的解法，旨在提高学生的解题能力。
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近几年的全国高考数学试题和各地的数学模

拟试题中，导数所占的比重在不断地提高。高考数

学试题的命题，往往将函数与导数结合在一起考

查，命题形式呈现出多样化和新颖性，很多时候要

求学生利用导数巧妙求解复合函数问题。本文结

合典型例题，探究如何巧妙、合理、恰当地运用导数

解决复合函数问题。

一、巧妙运用导数的几何意义解决复合函

数问题

（（一一））典型例题典型例题

［例 1］函数 f（x）= x4 - 2x3 的图象在点（1，f（1））
处的切线方程为（　　）。

A. y = -2x - 1　　 　B. y = -2x + 1
C. y = 2x - 3　　　　D. y = 2x + 1
解 析 ：因 为 f ( x ) = x4 - 2x3，所 以 f '( x ) = 4x3 -

6x2，所以 f (1) = -1， f '(1) = -2。因此，所求切线的

方程为 y + 1 = -2( x - 1)，即 y = -2x + 1。故选 B。

［变式］设曲线 y = xn + 1（n ∈ N*）在点（1，1）处

的切线与 x 轴的交点的横坐标为 xn，则 x1 x2⋯xn 等于

（　　）。

A. 1n 　　B. 1
n + 1　　C. n

n + 1　　D.1
解析：对 y = xn + 1 求导得 y' = (n + 1) xn，令 x = 1

得在点（1，1）处的切线的斜率 k = n +1，在点（1，1）
处的切线方程为 y - 1 = (n + 1) ( x - 1)，令 y = 0，得

xn = n
n + 1，则 x1 x2⋯xn= 1

2 × 2
3 × 3

4 × ⋯ × n
n + 1 =

1
n + 1。故选 B。

［例 2］过曲线 y = 1
3 x3 + 4

3 的点 P (2，4) 的切线

方程为                                        。

解析：设曲线 y = 1
3 x3 + 4

3 与过点 P (2，4) 的切

线 相 切 于 点 A ( )x0 ，
1
3 x30 + 4

3 ，则 切 线 的 斜 率 k =
|y'

x = x0
= x20，所以切线方程为 y - ( )1

3 x30 + 4
3 = x20（x -

x0），即 y = x20·x - 2
3 x30 + 4

3。因为点 P (2，4) 在切线

上，所以 4 = 2x20 - 2
3 x30 + 4

3，即 x30 - 3x20 + 4 = 0，所以

x30 + x20 - 4x20 + 4 = 0，所以 x20（x0 + 1）- 4（x0 + 1）（x0 -
1）= 0，所以（x0 + 1）（x0 - 2）2 = 0，解得 x0 = -1 或 x0 =
2，代入 y - f（x0）= f '（x0）（x - x0）。故所求的切线方

程为 4x - y - 4 = 0 或 x - y + 2 = 0。

（（二二））解题技巧解题技巧

（1） 求曲线 y = f ( x ) 在 x = x0 处的切线。确定

切点坐标 ( x0，f ( x0 ) )，求出斜率 f ' ( x0 )，则切线方程

为 y - f ( x0 ) = f ' ( x0 ) ( x - x0 )。
（2）求曲线 y = f ( x ) 过点 P ( x0，y0 ) 的切线。设

切 点 坐 标 为 Q ( x1 ， f ( x1 ) )，利 用 f ' ( x1 ) = kPQ，即

f ' ( x1 ) = f ( x1 ) - y0
x1 - x0

，解方程求得 x1，得到切点坐标及

f ' ( x1 )，则可得切线方程 y - f ( x1 ) = f ' ( x1 ) ( x - x1 )。 
（点 P 可能不在曲线上，或在曲线上但不一定为切

点。因此，此问题的答案可能有多种）

（3）曲线 y = f ( x ) 在点 ( x0，f ( x0 ) ) 处的切线方程

为 y = kx + b ⇒ f ( x0 ) = kx0 + b 且 f ' ( x0 ) = k。

（（三三））真题再现真题再现

题目：（2021 年新高考Ⅰ卷第 7 题）若过点（a，b）
可以作曲线 y = ex 的两条切线，则（　　）。

A. eb < a                  B. ea < b
C. 0 < a < eb       D. 0 < b < ea

解析：在曲线 y = ex 上任取一点 P ( t，et )，对函数
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y = ex 求导得 y' = ex，所以曲线 y = ex 在点 P 处的切

线方程为 y - et = et ( x - t )，即 y = et x + (1 - t )et，由

题意可知，点 (a，b) 在直线 y = et x + (1 - t )et 上，可得

b = aet + (1 - t )et = (a + 1 - t )et，令 f ( t ) = (a + 1 - t )et，

则 f '( t ) = (a - t )et。当 t < a 时， f '( t ) > 0，此时函数

f ( t ) 单调递增；当 t > a 时， f '( t ) < 0，此时函数 f ( t )
单调递减，所以 f ( t ) max = f (a ) = ea，由题意可知，直

线 y = b 与曲线 y = f ( )t 的图象有两个交点，则 b <
f ( t ) max = ea。 当 t < a + 1 时 ， f ( t ) > 0；当 t > a + 1
时， f ( t ) < 0，作出函数 f ( t ) 的图象如图 1 所示。

图 1

由图可知，当 0 < b < ea 时，直线 y = b 与曲线

y = f ( t ) 的图象有两个交点，故选 D。

二、运用导数求解复合函数的参数

（（一一））典型例题典型例题

［例 3］已 知 函 数 f ( x ) = a ln x - ax + 1，a ∈ R。

设 g ( x ) = f ( x ) + 1
2 x2 - 1，若函数 g ( x ) 在区间 é

ë
êêêê ù

û
úúúú3

2 ，4
上为严格递减函数，求实数 a 的取值范围。

解 析 ：由 g ( x ) = f ( x ) + 1
2 x2 - 1 得 g'( x ) = a

x +
x - a，依题意 g'( x ) = a

x + x - a ≤ 0 对区间 é
ë
êêêê ù

û
úúúú3

2 ，4 上

的任意实数恒成立，

即 a ≥ ( x - 1) + 1
x - 1 + 2 对区间 é

ë
êêêê ù

û
úúúú3

2 ，4 上的任

意实数恒成立，

易得 y = ( x - 1) + 1
x - 1 + 2 在区间 ( )3

2 ，2 上单

调递减，在 (2，4) 上单调递增， |y
x = 4 = 16

3 ， |y
x = 3

2
= 9

2，

所以 y = ( x - 1) + 1
x - 1 + 2 在 é

ë
êêêê ù

û
úúúú3

2 ，4 上的最大值为

16
3 ，所以实数 a 的取值范围为[ )16

3 ，+∞ 。

（（二二））解题技巧解题技巧

导函数中常用的两种转化思想：一是运用导数

探究含参函数的单调性，转化为不等式恒成立的问

题，注重分类讨论思想与数形结合思想的运用；二

是利用函数的零点、不等式证明等转化为函数的单

调性和极（最）值问题处理。

（（三三））真题再现真题再现

题目：（2020 年全国新高考Ⅰ卷第 21 题）已知

函数 f ( x ) = aex - 1 - ln x + ln a。

（1）当 a = e 时，求曲线 y = f ( x ) 在点（1， f（1））处

的切线与两坐标轴围成的三角形的面积；

（2）若 f ( x ) ≥ 1，求 a 的取值范围。

解 析 ：（1）f ( x ) 的 定 义 域 为（0，+∞），f '( x ) =
aex - 1 - 1

x 。

当 a = e 时，f ( x ) = ex - ln x + 1，f '(1) = e - 1，曲

线 y = f ( x ) 在 点（1， f（1））处 的 切 线 方 程 为 y - (e +
1) = (e - 1) ( x - 1)，即 y = (e - 1) x + 2。

直线 y = (e - 1) x + 2 在 x 轴和 y 轴上的截距分

别为
-2

e - 1 和 2，

因此所求三角形的面积为
2

e - 1。

（2）当 0 < a < 1 时， f (1) = a + ln a < 1。

当 a = 1 时， f ( x ) = ex - 1 - ln x，f '( x ) = ex - 1 - 1
x ；

当 x ∈ (0，1) 时， f '( x ) < 0；当 x ∈ (1，+ ∞) 时， f '( x ) > 0。

因 此 ，当 x = 1 时 ，f ( x ) 取 得 最 小 值 ，最 小 值 为

fmin (1) = 1，从而 f ( x ) ≥ 1。

当 a > 1 时， f ( x ) = aex - 1 - ln x + ln a ≥ ex - 1 - ln x ≥ 1。

综上，a 的取值范围是[ )1，+ ∞ 。

（（四四））考点分析考点分析

求最值时，要注意极值点和区间的关系，关系

不能确定时，要进行分类讨论，不能简单地认为极

值就是最值。函数的最值是一个“整体”概念，但是

函数的极值是一个“局部”概念，要注意极大值和极

小值之间没有必然的大小关系。

三、运用导数证明复合函数不等式

（（一一））典型例题典型例题

［例 4］已知 f ( x ) = 1
2 x2 - 4x + a ln x。

（1）若函数 f ( x ) 在区间（0，+ ∞）上单调递增，

求实数 a 的取值范围；

（2）若 函 数 f ( x ) 有 两 个 极 值 点 x1、x2，证 明 ：

f ( x1 ) + f ( x2 ) > -10 + ln a。

解析：（1）函数 f ( x ) = 1
2 x2 - 4x + a ln x 定义域

为（0，+∞），依 题 意 ，∀x ∈（0，+∞），f '( x ) = x - 4 +
a
x ≥ 0 成立，即 ∀x ∈（0，+∞），a ≥ -x2 + 4x 成立，而

当 x = 2 时，(-x2 + 4x ) max = 4，因此 a ≥ 4，
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而 a = 4 时， f ( x ) 不是常数函数，于是得 a ≥ 4，

所以实数 a 的取值范围是 a ≥ 4。

（2）由（1）知 x ∈ (0，+ ∞)，f '( x ) = x - 4 + a
x =

x2 - 4x + a
x ，因 f ( x ) 有两个极值点 x1、x2，则 f '( x ) = 0，

即 x2 - 4x + a = 0 有两个不等正根，

于是得
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ = 16 - 4a > 0，

x1 x2 = a > 0，

x1 + x2 = 4，

有 0 < a < 4，

f ( x1 ) + f ( x2 ) = 1
2 ( x21 + x22 ) - 4( x1 + x2 ) +

a ( ln x1 + ln x2 )
= 1

2 ( x1 + x2 )2 - x1 x2 - 4( x1 + x2 ) + a ln x1 x2 
= a ln a - a - 8，

f ( x1 ) + f ( x2 ) - (-10 + ln a ) = (a - 1) ln a - a + 2，

令 g (a ) = (a - 1) ln a - a + 2，0 < a < 4，g'(a ) = ln a -
1
a，显 然 函 数 g'(a ) 在 (0，4) 上 单 调 递 增 ，而 g'（1）=
-1 < 0，g'（2）= ln 2 - 1

2 > 0，

因此 ∃a0 ∈（1，2），使得 g'(a0 ) = 0，即 ln a0 = 1
a0

，

当 0 < a < a0 时，g'（a）< 0；当 a0 < a < 4时，g'（a）> 0。

于是得 g（a）在（0，a0）上单调递减，在（a0 ，4）上

单 调 递 增 ，g（a）≥ g（a0）=（a0 - 1）ln a0 - a0 + 2 =
(a0 - 1)· 1

a0
- a0 + 2 = 3 - ( )1

a0
+ a0 。

显 然 y = 1
a0

+ a0 在（1，2）上 单 调 递 增 ，则 2 <
1
a0

+ a0 < 5
2，因此

1
2 < 3 - ( )1

a0
+ a0 < 1，即有 g (a ) > 0，

所以 f ( x1 ) + f ( x2 ) > -10 + ln a。

（（二二））解题技巧解题技巧

函数不等式证明问题，将所证不等式进行等价

转化，构造出新函数，再利用函数的单调性、极（最）

值问题处理。本题的关键点在于转化成新函数的

最值问题后，需要通过隐零点代换，进而求出函数

的最值，使问题得到解决。

（（三三））真题再现真题再现

题目：（2019 年高考北京卷理科数学第 19 题）

已知函数 f（x）= 1
4 x3 - x2 + x。

（Ⅰ）求曲线 y = f（x）的斜率为 1 的切线方程；

（Ⅱ）当 x ∈ [ ]-2，4 时，求证：x - 6 ≤ f（x）≤ x；

（Ⅲ）设 F（x）= || f（x）- ( )x + a （a ∈ R），记 F（x）

在区间 [ ]-2，4 上的最大值为 M（a），当 M（a）最小

时，求 a 的值。

解析：（Ⅰ）由f（x）= 1
4 x3 - x2 + x，得f '（x）= 3

4 x2 -
2x + 1，令 f '（x）= 1，即

3
4 x2 - 2x + 1 = 1，解得 x1 = 0

或 x2 = 8
3。

又 f（0）= 0， f ( )8
3 = 8

27，所以曲线 y = f（x）的

斜率为 1 的切线方程是 y = x 与 y - 8
27 = x - 8

3，即

y = x 与 y = x - 64
27。

（Ⅱ）令 g（x）= f（x）- x，x ∈ [ ]-2，4 ，

由 g（x）= 1
4 x3 - x2 得 g'（x）= 3

4 x2 - 2x。

令 g'（x）= 0 得 x1 = 0 或 x2 = 8
3。

g'（x）和 g（x）随 x 的变化情况如下表所示。

x

g'（x）

g（x）

-2

-6

（-2，0）
+
↗

0
0
0

( )0，
8
3

-
↘

8
3
0

- 64
27

( )8
3 ，4

+
↗

4

0
所 以 g（x）的 最 小 值 为 -6，最 大 值 为 0，所 以

-6 ≤ g（x）≤ 0，即 x - 6 ≤ f（x）≤ x。

（Ⅲ）由（Ⅱ）知 ，当 a < -3 时 ，M（a）≥ F（0）=
|| g（0）- a = -a > 3；当 a > -3 时 ，M（a）≥ F（-2）=
|| g（-2）- a = 6 + a > 3；当 a = -3 时，M（a）= 3。

综上，当 M（a）最小时，a = -3。

（（四四））考点分析考点分析

（1）求出函数 f ( x ) 的导数，利用给定的单调性

列出不等式，再结合恒成立条件求解作答。

（2）根 据 给 定 条 件 ，求 出 a 的 取 值 范 围 ，将

f ( x1 ) + f ( x2 ) 用 a 表示，再构造函数并借助导数推理

作答。

利用导数解决复合函数问题体现了数学的转

化思想，这是高中数学解决实际问题的方法之一。

正是因为复合函数和导数的结合使得“函数”因“导

数”而精彩。

（责任编辑　黄桂坚）
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