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零点存在性定理中的“取点"问题

361000厦门市海沧区教师进修学校附属学校 陈志康

361026 厦门双十中学海沧附属学校 陈雨瑾

摘 要：函数零点个数问题一直是高考的热点，解决这一问题主要围绕函数单调性和零点存在性两

方面进行．单调性通过导函数的符号即可说明，零点存在性则要熟练应用零点存在性定理进行适当

“取点”．笔者通过对试题的全面剖析，提炼解决此类问题的一般方法．
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在解决零点存在性问题时，常常需要结合图形

来分析，但由于学生没有学习过函数极限，无法分辨

一些函数图像在无穷远处或间断点处的性态．如果

想要严格说明零点的存在，只能借助零点存在性定

理，即若．厂(z)在[n，6]上是一条连续不断的曲线，

并且有厂(口)·，(6)<o，则存在c∈(n，6)，使得

厂(c)一o，适当“取点”来说明函数值的正、负．在一些

试卷公布的答案中，并没有对如何“取点”进行特别

说明，很多学生不能明白其精髓所在．正确“取点”要

求具备较高的数学核心素养，以此为抓手提升学生的

逻辑推理、数学运算能力正合适不过，如果能解决这

些问题，对学生今后学习“极限”这部分的内容也会有

所帮助．笔者阐述解决这些问题过程中获得的感悟．

例l(2017全国卷I理一21) 已知函数厂(z)=

ne2·7+(n一2)e。一z，n∈R．

(1)讨论厂(z)的单调性；

(2)若，(z)有两个零点，求n的取值范围．

小问(1)分析：可知．厂7(z)=2ne2’7+(n一2)e。

一1，结合式子的结构特征，因式分解为厂，(z)一

(2e7+1)(删‘一1)，接下来只需考虑口er一1的符号

问题即可得到结果．

小问(2)解法1：由小问(1)可知，若．厂(z)有两

个零点，则口>0，且．厂(z)在(一∞，一ln口)上单调递

减，在(一ln口，+∞)上单调递增，．厂(T)有两个零点
1

的必要条件是[，(T)]。i。=，(一lnn)=1一÷+lnn

<o，结合单调性可得当o<n<1时，有[．厂(z)]。i。<

o，即．厂(z)有两个零点的必要条件是o<n<1，又
，(一2)一口e“+(n一2)e1+2>一2e_2+2>O，故

，(z)在(一∞，一lnn)有一个零点．设正整数咒。满足
q

720>ln(兰一1)，则厂(以o)一e～(ne”o+n一2)一‰>
“

0

e～一‰>0．由于ln(兰一1)>一ln口，因此厂(z)在
“

(一lm，+。。)有一个零点，综上a的取值范围为(0，1)．

评注：本题涉及零点存在定理中如何“取点”，学
0

生不明白如何想到令“z=一2”和“‰>ln(兰一1)”，
“

笔者阐述相关思路．

注意到厂(z)=ne2。+(n一2)e。一z，O<n<1，

目标是在(一∞，一ln口)上找到z。，使得厂(T。)>o，

由于ne2％>0，只要让(n一2)er0一zo>0，限定zo<

O，由于(口一2)e。o—zo>以一2一勘>一2一zo，令一2

一zo≥O，得如≤一2，于是(口一2)e‘o一飘>口>0，

所以．厂(一2)>0．由于0<口<1，一ln口>1，所以一2

∈(一∞，一ln口)，符合条件．

另一个目标是在(一ln口，+∞)上找到咒，使得

．厂(7z)>0，即ne2”+(n一2)e”一咒>o，由于F>，z，所

以口e2”+(n一2)e“一竹>ne2”+(口一2)e”一e”=
0

e”(日e”+口一3)>o，得7z>ln(兰一1)，于是当设正整
Ⅱ

0

数咒。满足‰>ln(旦一1)就有，(‰)>0，经检验，
“

0

ln(旦一1)∈(一lnn，+∞)，符合条件．
“

事实上，“取点”是经过适当“放缩”计算得出的，

常见的不等式如当z>o时，有e。>z>l眦．笔者总

结得出以下“取点”技巧．

(1)借助一些常见不等式对超越式放缩，放缩后

的不等式容易解出．

(2)不等式放缩的方向要与所需函数值的正负

一致，如上述找咒的取值需要，(咒)>o，对，(咒)中

一些式子放缩要往“>”的方向进行．

(3)检验不等式的解是否在需求范围内．使得
0一．

．厂(T)>o的自变量的值并不是只有一2和ln生』，
Ⅱ

如厂(一1)=ne-2+(口一2)e_1+1>ne-2+
1 1

寺(口一2)+l—neq+寺n>o，如何“取点”取决于
厶 厶

放缩的程度．需要说明的是，在寻找使得，(z)>o

的自变量的值时，尽可能选取较为简单的结构，体现

万方数据



26 上海中学数学·2022年第4期

数学的简洁美．

小问(2)解法2：由小问(1)可知口>o．参变分

离，令厂(z)=o，得筹等警一口=o，令g(z)=

幕～gk)=坐华睾产．当z
>0时，97(z)<o，当z<O时，97(z)>O，所以

[g(z)]。。，一1一口．g(z)有两个零点的必要条件是

[g(z)]。。。=1一口>o，即0<口<1．

下证充分性(只需在y轴左侧找一点的函数值

为负，在y轴右侧找一点的函数值也为负，例如找

到z。<o使得g(‰)<o)．

由于当z<o，有e2。+e。>0，2e。<2，取zo=

一2就有g(一2)=绍一n<o，符合条件．一2就有g(一2)2≠tE毒一n<o，符合条件．

当z>o，要想有簪一n<o，由z<er得
孑等一口一孑{了一口≤o，解出z≥ln(詈一1)，于
是g(1n(詈一1))<o，符合条件，所以n的取值范围
为(0，1)．

教学启示：教学时应归纳出已知函数零点个数，

求参数范围通常有直接讨论函数零点(解法1)和参

变分离(解法2)这两种策略．解法1中导函数结构

虽然含参，但形式较为简单．解法2的优势在于参变

量分离，使得构造出的函数不再含有参数，为后续研

究带来方便，同时新构造出的函数形式也较为复杂．

在面对不需要严格推理证明的选择、填空题时，可以

让学生结合图形分析，如参变分离法可以考虑厂(z)

的零点即为函数3，一筹等吾与y一口图像有两个交
点，只需画出草图(如图1所示)进行分析即可得到

正确答案．

，‘ 2r+工

y2瓦
厂＼
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工

图1

例2(2015全国卷I文一21) 设函数，(z)一

e2 7一口lnz．

(1)讨论厂(z)的导函数厂7(．z)的零点个数．

(2)略．

分析：依题意得／(z)一2e2 r一导，若口≤o，无

零点；若口>o，厂(z)在定义域内单调递增．现在的
目标就是在定义域上找点m，7z，满足，7(m)<o，

／(72)>o．由函数结构特征，／(n)=2e2。一1>o(把

含参项变为常数项，因此可取z=口)，所以关键在于

找到m，使得／(m)<o．
教师在教学过程中最好从图像的角度切入分

析，厂(T)=2e2。一旦的零点即函数y=2e2。与y—
I上

旦的交点，这两类函数是学生比较熟悉的，图2、图3
-上

分别对应了口<o和n>0时的图像．

V
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图3

从函数的增长趋势看，m应当足够小，越接近。

越好．如取m=詈，／(m)一2e。一2—2(酽一1)>o，

并不合适．为了使结果比较“好看”，继续缩小m的

值，取m=导，厂7(m)一2e2m一4，令／(m)=2e”一4

<o，得m<ln2，警∈(o，ln2)，只需取m—min{詈，
警)，就有2e2”<4，一暑<一4，因此／(m)一2e2“
一旦<0，问题得到解决．

评注：从参变量分离的角度一样能解决此问题，
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2e2。一旦=0(z>0)，即2ze2‘一口=o(T>o)①．

方程①的解也可以看作是g(T)=2ze2。。一口在

rO，+。。)上的零点(扩大定义域)，而当z≥O时，注

意到97(T)=2(2z+1)e2‘>O，所以g(-r)在

[o，+。。)单调递增，g(o)=一口<o，g(n)=2口e肋一

口>2口一n>o，所以g(z)=2．re2‘一n在[o，+∞)上

有唯一零点，问题得到解决．在这个过程中化归思想

起了很大的用处，原本函数的端点无法代人，从而无

法确定符号，将函数延拓为g(z)=2ze2。一口，使这

个问题得到圆满解决．

教学启示：对于“取点”的策略，除了借助不等式

放缩以外，还可以归纳得出以下两种方法．

方法l：把含参项消去变为常数项，如上面分析

取lr=口．

方法2：想要说明存在-r。使，(z。)一^(z。)<

o，可借助中间量口，说明厂(z。)<口，^(风)>口即可．

在这里可用方法2找m，目标是2e撕一盖<o，

即2e细<暑，限定o<m<1，于是2e2”<2e2，只需暑m ，H

>2e2，得o<m<毒，显然景∈(o，毒)，取m 2／D。 n 、 ／p一，

min{1，羔}符合题意．

例3(2020福州质检理一21) 已知函数，(z)=

ln等一％础)_学．
(1)略．(2)当口>o时，函数^(z)=厂(T)一

g(T)恰有三个不同的零点，求实数日的取值范围．

分析：依题意得h(z)=ln吾一nz+警，^7(z)

=二塑=譬，只需讨论y=一群十．r一4口的符号．
当o<口<÷，△一1—16n2>o，设y=一口z2+z

一4n的两个零点为z。，z。(T。<z。)，由韦达定理可

以判断0<T1<2<z2，所以^(z)在(O，z1)，

(z：，+。。)上单调递减，在(z。，r。)上单调递增，又

^(2)=0，所以2是^(z)的零点，而^(T2)>^(2)

=o，^(z)的图像如图4所示(只要在(2，+∞)上找

到m，使得矗(m)<o即可)．

^(T)=ln委一nz+丝，当z足够大时，3，=口z

的“增长趋势’’相较y=lnT，y=等大，因此这里选择

m要尽可能大，当z>2，塑<2口<去，所以矗(z)<

ln号一nT+专，令夕(z)=ln号一口T+丢，考虑到m

=丢(构造出常数)，p(m)=ln去一号>1n2一专>
o，优取值不符要求，说明优还不够大．继续尝试取

m=壶，则加)_ln去一丢+专铆=丢测了=

ln鲁一f+丢，f>4，则y7=字<o，所以y⋯=ln8
—4+O．5<lne3—3．5=一O．5<O，因此矗(m)<

ln壶一丢+专<o，因为专>2，所以存在z。∈
(2，+∞)使得^(‘r。)=ln要一口-r0+丝=o，又

Z Z“

^f生1：1n三一堑+口函：o，即．r。，生均为^(T)的
＼丁o， zo Z o To

零点，所以当o<n<丢时，函数^(‘r)=厂(z)一
g(．r)恰右=个不同的零点．

图4

评注：上面利用到构造常数法、放缩法寻求m，

这里可提供另一种放缩方式．p(z)2 ln号一nz+

专，对1n号=2ln√号<2√号放缩，利用不等式lnr
<r，于是户(z)=ln号一nz+丢<2√号一口z+丢，

设f2√号，T>2，则户(z)<2f一2口f2+专，令2f一

2口t2+丢=o得r=警<专字，则r一号时，
有2t一2nt2+丢<o，令m一薯，得p(暑)<o．
当找到而∈(2，+∞)使得^(函)=0后，并不需

要在(o，丑)找另一个零点，原因是该零点与T。有特

殊的数量关系，往往在对数函数、反比例函数、正比例

函数三者叠加的函数中零点会存在这样的关系．

(下转第37页)

万方数据



上海中学数学·2022年第4期 37

(四)开放性问题探究。激活学生的数学思维

开放性问题的解题过程蕴含更多的创造性，对

考查学生的创造、想象和探索能力有独特的作用．

教学片段5

如图14，已知AB∥CD，

点M、N分别在AB、CD上，

点P是平面内的一个动点，

且点P不在AB、CD、MN

上，联结MP、NP，请探究

么P与么AMP、么CNP之间

的数量关系，并说明理由．

C N D

图14

这道几何探索题激起了学生的探究兴趣，学生

通过自主探索发现问题的思维和方法，利用几何画

板得出点P的可能位置．

三、经验与总结

通过上述教学实施案例的情境创设、核心问题

和体验式活动的引领，学生借助添加平行线和构造

截线，利用三角形内角和定理、三角形外角的性质，

结合化归的数学思想，将未知转化为已知．上述几种

方法的区别在于运用的知识点和构图不同．在解决

平行线的相关问题时，截线与平行线总是如影随行．

当出现平行线时，需要添加截线，当出现截线时，则

需要去寻找平行线，从而利用平行线间同位角、内错

角、同旁内角的运算关系解决问题．

笔者回顾总结这节课的磨课过程、专家评课

意见、课后学生反馈数据，受到很大启发．教学中，

如果通过创设情境、设置数学体验活动引入核心

问题，再补充子问题进行完善，找到合适的支点，

就能推动学生主动地进行数学学习，走向高效．这

个支点就是新的知识逻辑发展与学生思维发展的

契合处．找到它的前提是要把握数学知识与学生

思维的本质，用好它的关键就是在此基础上巧妙

(上接第27页)

教学启示：在函数的教学过程中，可以让学生对

几类初等函数的增长趋势进行比较，更有利于解决

这些问题，当z足够大时，增长趋势从大到小的函

数分别是指数函数、幂函数(正指数)、对数函数．上
一广=r：

文对ln专22ln√专<V专进行变形时，正是考虑
到这一点．

“取点”的过程是一个不断试错的过程，学生需

要经历观察、猜想、计算、证明等思维活动，这些过程

能发展学生的数学运算、逻辑推理能力．在教学中，

创设适合学生特点的数学体验活动．让数学活动

立足于数学知识本质，紧扣住学生的思维本质，从

而创设合适的体验活动．

笔者创设体验活动，让学生自主探究、思考辨

析、合作交流、归纳总结．如在学生自主探索平行

线间角关系的规律时，利用直观图形，每个学生都

在Pad上通过GeoGebra几何软件测量平行线间三

个角的大小，然后建立这三个角之间的联系，教师

引导学生观察、测量、计算，最后通过推理论证观

点的正确性．解决这一问题的经验与方法是让学

生充分体验与摸索，这是进一步探究的基础．

再如学生在小组合作运用平行线性质、定理

构造平行线与截线设计方案时，在使用Pad作图

及计算机演示的过程中，学生已经在思考如何证

明结论的正确性，但是学生一致认为根据现有的

平行线性质、定理无法证明这道题．因此，有学生

提出能否通过添加辅助线解决问题，而如何添加

辅助线是本题的难点，也是本节课的重点．为了让

学生自主解决问题，教师通过设立核心问题，再辅

以体验式活动，开拓学生的思维．

从这次公开课中，笔者了解到对于探究课教学，

通过创设情境激活学生的数学思维发展十分必要，感

悟到寻找学生从“被动”变“主动”的支点的重要性．
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