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基于抽象素养培养的变式教学探究

——以2018年高考全国卷I理科第16题为例

324022 浙江省衢州第三中学 汤小青 陈 旭

摘 要：笔者以一道高考三角函数求最值问题为背景进行变式教学设计，从单调性、基本不等式、柯

西不等式、琴生不等式、数形结合等角度进行研究，构建三角函数最值问题的知识结构和体系，引导

学生探究问题的数学本质，形成一般性结论，拓展思维的层次，从而实现数学抽象素养的提升．
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变式教学的教学策略包括概念性变式和过程性

变式．概念性变式是指构建合适的变异维度，让学生

体验学习对象的关键方面，形成对概念的本质理

解．[13过程性变式旨在提供适当的铺垫，帮助学生形

成学习对象与已有知识的内在、合理的联系．两种变

式策略共存互补、相互促进，分别在不同情境、不同

阶段发挥作用．数学抽象素养的形成包含概念、规则

的获得，命题和模型的提出，知识结构和体系的形

成．通过概念性变式教学，学生能从多角度体验学习

对象的数学本质，更好地获得概念和规则；通过过程

性变式，学生能更合理地构建知识的内部联系，形成

知识结构和体系．因此，变式教学的开展更有利于抽

象素养在课堂教学中的落地生根．笔者以2018年高

考全国卷I理科第16题为例，从变式教学层面进行

抽象素养培养的探究．

一、原题再现

原题(2018全国卷工理一16) 已知函数厂(z)一

2si附+sin2．r，则厂(z)的最小值为——．
二、变式教学设计

为便于不等式的使用，将原题变为以F变式．

变式 已知函数厂(z)一2siM+sin2z，则厂(z)

的最大值为——．
(一)单调性开路

变式解法1：函数，(z)一2si眦+sin2z周期为

2兀，故只需求解一个周期内的最大值即可．求导可

得厂(z)一2cosz+2cos(2z)一2cosz+4cos2z一2

—2(c。sz+1)(2c。sz一1)．故当z∈(一号，号)时，

厂7(z)≥o；当z∈(号，警)时，厂7(z)≤o．故函数

m)ma。一，(引一等．

变式解法2：由万能公式可得si眦=——÷，
2tan÷

1+tan2鲁

1一tan2要

c。sz2了；磊’故y 2，‘z’=2 8inz+5in2z 2

4tan专 ．4tan号(·一tan2专) 8tan专

1+tan2号 (1+tan2号)‘ (1+tan2詈)。

令￡=tan号，则y 2 g(f)一可{舞，那么

g‘(f)一吾筹，则函数y=g(￡)在区间
(一一譬)，(譬，+∞)上y7<。，在区间
(一譬，譬)上y7>。．所以t一譬时，函数y—g㈤

=高舞的最大值为等．

(1+√阿)的最大值．
解法1：换元，令．r=si的(口∈[一号，号])，则y一

2si加(1+c。卵)=2si硼+sin(2口)(口∈[一号，号])，后

解法2：直接求导进行求解，y7一厂7(z)一

!&旦±望』垒垡二1 2，后续解答过程略．
变式2 求函数y一，(z)一√阿(2+z)的
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设计意图：利用所学知识寻求普适性的方法是

解题教学的首要任务．利用导数求解函数单调性，进

而解决最值问题，是求解所有可导函数最值问题的

通法．从最值的层面更好地构建导数在函数问题中

的价值．

(二)应用不等式初探

变式解法3：厂(z)=2sinz+sin2z=2si眦·

(1+cosT)，则尸(z)=4sin2z(1+cosz)2，那么结

合基本不等式可得尸(z)一号(3—3c。sz)(1+cos∥≤詈(止垫等幽)4=警(当
3—3c。sz=1+c。sz，即c。sz=丢时取等号)，所以

m)ma。=等(轧sz一扣眦=譬时取觚
或者结合sinT2 2sin詈c。s詈，c。sz2 2c。s2詈

一1，那么尸(z)=÷(3—3c。sz)(1+c。s．z)3可

以化为尸(z)=砉(6sin2号)(2c。s2号)3≤

刮堕掣塑愕
变式3 求函数y=厂(z)一z(~／F了)3的最

大值．

解法1：换元，令z2 sin口(口∈[一号，号])，则y
=si的cos3p，利用类似变式解法3的方法处理．

解法2：利用基本不等式求解，尸(z)一号·322

．(1。咫÷·(生学)4一罴(射
=丢时取得最大值)．
变式4求函数y=厂(z)=(√F了)z2的最

大值．

解法1：换元，令z—sin口(口∈[一号，号])，则3，

解法2：利用基本不等式求解，尸(z)=丢·(2嘞2∥≤专(丝掣)3一刍(当仁
号时取得最大值)．
设计意图：从基本不等式的角度，利用四阶基本

不等式口&d≤(墅掣)4(n>o，6>o，c>o，d

>o)，构造和为定值，进而求得乘积的最大值．利用

三角恒等变换将题中和的形式转化为乘积形式，再

结合不等式进行处理，理顺了三角函数中的不等式

使用思路．

(三)应用不等式再探

变式解法4I严(z)=4(sinz+sinTcosz)2

=4降·岩si船+譬si舭·抠c。szl
2

≤4(丢+丢sin2z)(詈sin2T+2c。s2z)

=4(导+丢sin2z)(一号sin2z+2)
=4(一号sin4z+丢sin2z+导)≤警(第一个柯

西不等式取得等号的条件和第二个二次型函数最值

取得等号的条件相同，为sin2z=÷)．

变式解法5：，(z)=2si眦+2si眦co鲫=兰·2·
√3

铷州．s一‰．3÷cosz锯(丢Ⅷz)+
皓sin2z+再coS2z)=譬+万=等c当si眦一
华时取得等号)．

变式5 求函数y=，(z)=sinz+sin2T+

sin3z的最值．

解：厂(z)=sinz+sin2z+sin3z=2(sinzcosz

+2co趼sin2z)≤2√磊‘干丽√鬲兀再焉砸j一
2^i习五焉丽丁鬲；两=办忑焉丐j而
≤昔(柯西不等式等号和二次函数最大值条件一致，

即cos2z=羔)．

设计意图：从“譬。击si眦+譬si船·厄c。sz，，
乘积和的结构出发，结合柯西不等式进行系数的构

造，使得前后的等号一致；从‘‘2·掣．。inz”，t·2．

3一寺si眦·3寺cosz”乘积的形式，分别构造基本不

等式，进行系数的构造使得前后的等号一致．从

结构出发，发现不同的思考角度，多角度揭示问

题的本质．进一步强化利用不等式解决最值问题
的基本思路．

(四)数形结合显威

变式解法“厂(z)=2si眦+sin2z=2si眦·
(1+cosz)，P(cos口+1，sin日)为C：(z一1)2+y2—1
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上的点，只需求z·y=c的最大值．由图1，令y=

斜率为志，=一詈署， ^7(T)=一与=一旦=．r。 Z

一揣，所以y7一参一詈一 sinp

cos口+1

一熹舅，解得c。s口一专(c。sp一一1舍去，此时sin曰=

务故cm扩竽以‰=学．
变式6 求函数y=

厂(z)=sin(2z)+2sinz+

2cos．r+2的最大值．

解：．厂(Ir)=sin(2z)+

2sinT+2cos．z+2=

2(sirLr+1)·(cosz十1)，

P(cos8+1，sin口+1)为C。

(T一1)2+(．y一1)2=1上

＼7‘＼牝
、．√
U＼I
∞1)z杪=1＼

图1相切求最值

的点，求T·y 2 c的最大值．令y 2^(丁)2詈，则
^(z)与圆相切时c最大，P点(cos口+1，sin臼+1)切

线的斜率为忌，=一詈等，^7(z)=一妻一一詈=

过多角度探究，学生经历多维

度思考，提升数形结合的思维

层次．

(五)高观点立意

变式解法8：因为y=sin丁

在fo，詈)为上凸函数，由琴生
、 -，

不等式可得3，=厂(z)一2sin，r
图2

+sin2T=sinT+sinr+sin2T=sin(丌一T)+

sin(一)+smT≤3sin(旦学)=等
(丌一-r 2 7c一．r 2 2T，即当．T 2号时取等号)．当

(号，兀)时，厂(．r)<，(号)，故函数 厂(z)=2sinr+

sin2T在区间(。，兀)上最大值为厂(号)=学，函数
，(T)=2sinr+sin2z在区间(o，7c)上的最小值必然
大于一1，因为函数，(-r)=2sin．r+sin2．T是奇函数，

所以在(一丌，。)上的最大值小于厂(号)一学，由
周期性可得函数，(T)一2sin．r+sin2z的最大值为

3厄
T‘

一躺，所以y7=一i一一詈一一揣一 变式7

一器，解得sin口一c。s口=譬(c。s口一一1舍去)，故
，(T)⋯一3+2√2．

变式解法7：y一，(z)一2sinr+sin2．r=2sinr·

(1+cosz)，构造单位圆的内切等腰三角形，如图2，

设么BoD—Ir，则D0=cosT，CD一1+cosT，BD=

sinT，AB=2siM，所以S△ABc—sirLr(1+cosz)，所

以要求函数，(z)一2siM+sin2z的最大值等价于

求S△Aec面积的最大值．设么COB=a，么AOB—p，

么Aoc=y，则s△ABc一寺(sin口+sin卢+siny)，(d+p

+y一27r)，由琴生不等式可得s△AB。一÷·(sim+

si邴+Siny)≤丢．3sin学(当a=p=)，一号兀
时取等号)’如)ma。_2S⋯mx_等
设计意图：此题利用“sin日(1+cos曰)”构造圆C：

(z一1)2+y2：1，利用“2sinz(1+cos．，r)”构造单位

圆的内切三角形的面积．以三角函数的特性为媒

介，从图形角度诠释三角表达的内涵，利用图形转

化解题方向．数形结合是高中数学的重要思维，通

求函数y一，(z)=3sinT+sin3T

(T∈(o，号))的最大值
解：因为y—sinT在(o，号)为上凸函数，由琴
生不等式可得y=厂(．r)=3sin．r+sin3T=sinz+

sinT+sinT+sin3T—sin(7c—T)+sin(7c—Ir)+

sin(兀一z)+sIn3T≤4sin(地半)=2厄(丌
一T一3T，即当T一手时取等号)．
变式8 求函数y=厂(z)一2sin(3T)+

3sin(2z)(丁∈(o，号))的最大值

解：因为y—sim?在(o，詈)为上凸函数，由琴
生不等式可得y一，(T)=2sin(兀一3T)+3sin(2丁)

=sin(丁c一3．r)+sin(7c一3．，r)+3sin(2．，r)≤

ssin(堑半)-ssin(孥)c一捌n队
2詈时取等号)．
设计意图：2019年人教版高中数学新教材必修

—第三章复习参考题中就有“求证：若g(z)一T2+

(下转第14页)

的线切点P大最C时切相圆与、，r，L，n则
c—z
=

、，r，L矗
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图3—4

一题多解的实质是以不同的论证方式反映条件

和结论的本质联系，这种变式在几何题中尤其多．这

种变式训练要求学生从不同角度思考问题、解决问

题，既能开阔思路，又能引发学生学习的兴趣，培养

学生的发散性思维．

(上接第10页)

nT+6，则gf半1≤望堕L粤掣，，这一与函
数凹凸性紧密结合的题型．从函数的凹凸性到琴生

不等式，利用琴生不等式解决函数的最值问题，为函

数最值的知识结构增加了重要的组成部分，也可将

琴生不等式的使用条件一般化为“y一厂(T)一

口sin(6Ir)+csin(d．r)，其中口6一cd”．

三、反思与总结

(一)通过变式教学设计完善知识结构。形成知

识体系

函数最值问题的知识结构和体系较为复杂，结

合三角公式、三角函数可以实现形式的多变性，在多

种形式的基础上融合多种方法，进而帮助学生更好

地抽象出函数最值问题的知识结构和体系．从通法

的角度利用导数研究单调性求最值，结合万能公式，

再利用求导求最值；将基本不等式、柯西不等式的形

式特点和三角函数的公式变形进行有机结合，让结

构的形式和问题的实质相融合；利用问题的结构特

征构造反比例函数和圆的相切、构造单位圆的内切

三角形面积，让抽象的代数与直观的图形相融合；从

教材习题是全面评价学生在知识技能、数学思

维、问题解决和情感态度等方面综合能力的重要依

据，也是考查学生数学核心素养的有效载体，值得深

入研究．教材是教师备课、教学的行动指南，教师对

教材的理解透彻与否、对教材的使用科学与否直接

关系到教学效果．教师可以通过适当改变习题的条

件、结论、图形、方法等，引导学生反思教材习题的变

式训练，帮助学生巩固所学知识、拓宽思路，举一反

三，逐步提高数学思维能力．对教材习题进行变式训

练必须先明白习题本身蕴含的知识点以及设计意

图，再结合学生实际情况进行变式，让变式训练更具

针对性，使教学内容更深入学生的最近发展区．
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函数的凹凸性观点，进一步揭示问题的实质．

(二)通过变式教学设计一题多解。抽象出问题

的实质。提升思维品阶

数学核心素养水平的提升，思维能力的进阶，是

一个有序的过程．通过合理的变式教学设计、多维度

逐层深入的变式，学生经历由通性通法到多种不等

式探究、再到数形结合、最后在高观点下立意的探究

过程，在逐层深入的过程中逐步揭开问题的实质，不

断提升数学核心素养水平，发展高阶思维．

(三)通过变式教学设计多题一解，抽象方法的

内涵，形成一般性结论

在变式教学设计中，每一维度都设计多个变式，

实现多题一解，使学生多角度认知方法，形成一般性

的结论．
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