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构造向量求数列的和

2156。。江苏省张篆萎霉爹主享兰主嘉工作室赵颖颖
摘 要：向量是沟通几何与代数的桥梁，构造向量可推导等差数列、等比数列的前咒项和公式，在此

基础上可求几类特殊数列的和．
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向量是沟通几何与代数的桥梁，是进一步学习

和研究其他数学领域问题的基础[1]．在中学教学实

践中，向量常作为工具来解决几何问题，也能解决一

些代数问题，向量的运用多见于等式、不等式、函数

等问题(参见文[2]一文[9])．笔者构造向量求几类

典型数列的和，作为向量在解决代数问题中的补充，

用以倡导在高中数学知识间进行相互论证，发展数

学学力．

一、构造向量推导等差数列前n项和公式

问题1 设数列{口。)是公差为d的等差数列，

求数列f口。}的前挖项和．

解析：当cf—o时，易得．下面推导当d≠o时的

求和公式．

记蕊一(％o)，而=蕊+(矗，o)，则瓣
一(n，+d，o)，所以石万=z～石蕊2一(口，+d)z—ni 2一

d(2口i+矗)，所以妻(耐z一瓦莓z)：奎2dnj+奎d
i=1 i=1 i=1

=2d奎ni+咒d，所以石万=z一石蔚。=2d奎ni+7zd，
f—l i#I

所以(口l+行d)2一口1 2=2d∑口i+咒d，所以2d∑口i—
f=l f—l

2口。行d+行zdz～行d，即壹口i一行口。+丛旦；旦d．
f=l 厶

评注：从向量的视角看，等差数列对应向量的加

减法运算，问题1的解决是在构造向量的基础上，结

合向量的模的计算得以推导等差数列前咒项和公

式．类似地，利用上述对向量的模的计算方法，可以

求数列{行“)(m∈N’)的前竹项和，简析如下．

记蕊一(i，o)，则硫=(i+1，o)，所以
耐z一石蕊z一2i+1，所以奎(两z一石蕊z)一

l=l

2意i+行，所以石万=z一石商z=2宝i+咒，所以(咒+

1)z一1：2竞i+n，即塞i：型堕芸尘．

同理，砥。一石蕊3—3i2+3i+1，所以

奎(瓣s一西莓s)一3奎iz+3奎i+咒，所以瓣。
一石蔚s=3奎iz+3奎i+”，由奎j=掣，得(72+
1)。一l：3奎iz+3型羔去旦+行，即妻iz：

丝!翌±!!!!丝±!1
6

‘

类似地，依次构造面藉m一蕊m(m∈N。)并利用
二项式定理，可分别求数列{舻}，{∥)．．·的前咒项和．

二、构造向量推导等比数列前n项和公式

问题2设数列{投。)是公比为g的等差数列，

求数列{n。)的前竹项和．

解析：当q=l时，易得．下面推导当q≠1时的

求和公式．

记碡一(q一，o)，则蘅一q蕊，所以
妻耐=q奎石蕊，则有奎石蕊+葡一石蔚=
q奎石蕊，所以(q一1)宝石蕊=而一石蔚，故有(q
一1)(i奎∥～，o)=(旷一1，o)，所以壹q’1=等三≠，r=l f=i U 1

i耋哪H飞籍御奎旷等半．
评注：从向量的视角看，等比数列对应向量的数

乘运算，问题2的解决是在构造向量的基础上，结合

向量相等(坐标相等)的概念得以推导等比数列前行

项和公式．类似地，利用上述对向量相等概念的理

解，可求一类原先用“裂项”求和法求解的数列的前

刀项和，以最简单的数列{赤)为例简析如下·
记蕊=({，o)，则砥一(士，o)，所以蕊

一耐=(÷一寿r’，o)=‘页去可，o)，故有
j喜(瓦毫一耐)一_=耋‘玎暑丽，o)，则西《一葡j=1 j=1 2～2]广-1，
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=(壹页寿可，o)，所以(1一矛1_，o)=(奎页寿可，
叭即喜志=，一熹=南．

求和，这里是在构造向量的基础上综合运用有关向

量的线性表示，结合向量数量积运算求得“等差×等

比”数列的前咒项和公式．

三、构造向量求“等差×等比，，数列前以项和
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问题3 设数列{n。)是公差为d的等差数列，

数列{玩)是公比为q的等比数列，求数列(口。·玩}的

前咒项和．

解析：同上，这里只需解析当q≠1时的求和．记两=(铂o)，商=(Ⅷ)，且蘅=蕊
+(d，o)，面==q商，则可涪·孺==q蕊·
商+q(圳·商，则有奎耐·葡=g妻菌·

I=l f=l

孬彦+砸奎6I，妻西莓·孬彦+耐·葡一石商．
面=q奎商．菌+qd妻6i，故(q一1)奎碡．
西亩=瓣·酥一石茁·石茸一qd奎6i，所以
(q一1)∑ni6i=口。+16。+1一口16l—qcf∑反，即∑口西i=

I=l I=l l=l

口川玩+1一口l 61一叫∑6i
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评注：问题3的解决常用经典的“错位相减法”

(上接第24页)

解题难点分析：小问(3)的问题设计是由“厂(z)

是{1)关联”的特征类比抽象到“．厂(z)是{2)关联”，

进而由特殊到一般的思想，继续通过类比抽象得到

问题“厂(z)是N。关联”．由问题中的数字运算拓展

到字母运算，其难点在于逻辑关系的导出与描述．

难点突破策略：通过由“厂(z)是{1}关联”推理

出“厂(z)是{2)关联”的逻辑关系，不难得出“．厂(z)是

{3}关联，{4)关联⋯⋯”类比这样的递推关系，可以

联系到数列中的递推关系，因此可以通过类比抽象

的思想，应用数列中递推关系的表述方法来证明

厂(z)是N。关联．

在函数的性质中，函数的奇偶性、单调性、周期
性等性质都可以尝试通过数学抽象达到理解内化的

过程．以函数的奇偶性为例，关于偶函数定义中“对

于任意的T∈D，都有，(一z)=，(z)”的理解，通过

弱抽象可以表述为“定义域内的任意两个互为相反

数的自变量，它们对应的函数值相等”，通过强抽象

可以表述为“对于任意的z1，z2∈D，当zl+z2一。

时，都有．厂(z。)一．厂(z。)”，这种抽象到T㈤r2来定义
的形式，可以与函数单调性的定义形式统一起来．用

相同的z。，．rz来定义不同的函数性质可以帮助学生
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体会这些性质的共性以及本质特征，启发学生的抽

象思维．函数的性质本质上是由自变量和因变量的

变化特征所体现出来，所以在表征抽象之后可以通

过弱抽象帮助学生理解函数的本质，通过强抽象帮

助学生用不同方式严谨而准确地表述函数性质．学

生对于学习内容掌握的关键在于能够将所要研究的

数学对象抽象到能够理解内化的文字语言、符号语

言和图像语言．关于数学抽象、逻辑推理和数学建

模，史宁中教授给出这样的理解：通过抽象，在现实

生活中得到数学的概念和运算法则，通过推理得到

数学的发展，然后通过模型建立数学与外部世界的

联系．可以看出，无论是由现实生活到数学概念的抽
象，还是在数学问题解决过程中的数学抽象思维，都

体现了数学抽象作为数学素养的核心价值．
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