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函数性质中的数学抽象在问题解决与设计中的应用

201299 上海市新川中学 姚志青

摘要：笔者从2021年上海高考数学卷函数压轴题的解题方法中分析得到数学抽象的三个方面，

即类比抽象，强、弱抽象以及表征抽象．笔者举例说明函数性质中如何体现数学抽象的三个方面，并

结合学生的认知情况，通过数学抽象进行针对性的问题设计，帮助学生提升数学抽象核心素养，体

现数学抽象在学生理解内化知识过程中的价值和意义．
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2017年版《普通高中数学课程标准》给出了普

通高中数学学科的核心素养要求，包括数学抽象、逻

辑推理、数学建模、直观想象、数学运算、数据分析六

个方面．数学发展所依赖的思想在本质上有三个，即

抽象、推理、模型，其中抽象是核心．数学抽象作为一

种数学思想渗透在数学学科的各个知识点之中，笔

者对如何在函数性质中体现数学抽象以及如何应用

数学抽象进行问题设计展开实践与研究．

一、数学抽象在函数性质中的体现

函数是贯穿高中数学的一条主线，数学抽象在

函数问题中的应用非常广泛，以2021年上海高考的

数学压轴题为例．

原题 如果对于任意的z，，z：∈R，当z。一z：

∈S时，恒有厂(z。)一，(z：)∈S成立，则称，(z)是

S关联．

(1)判断并证明厂(z)=2z一1是否是[O，+∞)
关联?是否是[o，1]关联?

(2)已知厂(z)是{3)关联，且z∈[o，3)时，厂(z)

一z2—2z，解不等式2≤厂(T)≤3．

(3)求证：“厂(z)是{1)关联，且是[O，+。。)关

联”的充要条件是“，(z)是[1，2]关联”．

这个问题是一个函数的定义型问题，它定义了

“，(z)是集合S关联的概念”，通过函数性质的应用

考查学生的数学核心素养．函数性质的应用体现了

其源于教材中的形式，需要将函数的性质在文字语

言、符号语言、图像表述三个方面进行内化，以理解

函数性质的本质特征．这个内化的过程可以体现在

数学抽象方面，所谓数学抽象就是能够根据一类数

学对象抽取或归纳出其本质特征的思维过程．笔者

结合上述具体的步骤，分析问题中涉及数学抽象的

三个方面．

小问(1)解：由，(T)一2T一1，得，(z，)一厂(z。)

一2(z1一z，)．

当z1一z2∈[o，+∞)时，厂(z1)一，(z2)∈[o，

+∞)，所以．厂(z)是[o，+∞)关联；当．_r。一z。∈[o，

1]时，厂(z。)一，(z：)∈[o，2]，所以，(T)不是[o，1]

关联．

(一)数学抽象需要类比抽象

由题中．厂(z。)一厂(丁：)的形式容易类比联想到

教材中的形式，在函数单调性中，通过厂(z。)一

厂(．r。)来作差比较厂(z。)，，(zz)大小，从而确定

厂(z)的单调性．解题过程中“由厂(z)一2z一1得到

．厂(z1)一厂(z2)一2(z1一lr2)，贝0当z1一z2∈[o，

+∞)时，厂(z，)一．厂(．r：)∈[o，+∞)”的本质就是

“当∞≥T：时，都有，(z。)≥，(zz)”，类比联想到函

数的单调递增的性质(非严格单调)，所以可以通过

类比的方法抽象得到厂(z，)，，(z：)的性质．类比抽
象就是通过类比的方法抽象出数学对象的形式或性

质，它包括两个方面，一个是类比，一个是抽象。类比

本身是非常重要的数学思想方法，数学中的类比是
基于对两类数学对象的共性比较得出它们可能具有

的其他形式或者性质的方法．

小问(2 J解：厂(z)是(3)关联，所以当z。一zz一3

时，恒有．厂(I，r，)一．厂(z。)一3成立．

由厂(z1)一．厂(z2)一z1一z2，得，(z1)一Tl一

．厂(z2)一T2，令F(z)一，(．r)一z，有F(．r1)一F(z2)，

得到F(z：+3)一F(T。)，即对任意z∈R，都有

F(T+3)一F(z)．

故F(z)是一个周期为3的函数，且z∈[o，3)

时，F(．r)一z2—3T．

由2≤．厂(z)≤3，得2≤F(z)+z≤3，2一z≤

F(z)≤3一z．作出F(z)一z2—3T，g(z)一2一-r，

^(z)一3一．r的图像，如图l，满足不等式g(z)≤

F(Lr)≤^(T)的图像表示为F(z)在g(z)，^(．r)之间

的图像，所以为点A和点B之间的曲线段，由

J y-：2■3T，z∈[o，∞，得zA一1+√可，由图像平
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移得T∈[3，6)时，F(T)=(．r一3)(z一6)，由

f{!『_!T一3×z一6hT∈[0’引，得z。：5．I^(T)=3一z
～’ “

综上，不等式2≤，(T)≤3的解集为z∈[1+
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(二)数学抽象需要表征抽象

表征抽象就是以数学对象的呈现特征抽象构建

出其形象化的特征结构．譬如由，(z。)一z，=，(z：)

一．r。的呈现特征，令F(z)=，(．r)一z，为使，(z)一
．r的性质表征更加明显，需要抽象构建出函数．解不

等式2一‘r≤F(z)≤3一T的过程中，代数方法解决

不等式问题比较复杂，利用数形结合的思想，可以用

几何图像解决不等式问题，作出F(T)=z2—3n

g(T)=2一z，^(z)=3一T的图像满足F(z)在

g(z)，^(z)之间的部分．对于表征抽象而言，关键在

于结构特征的研究和归纳表述．对于同一个问题，表

征抽象的观察点不同，抽象得到的性质特征也会不

同，譬如上述“当z。一z：=3时，恒有，(z，)一厂(z：)

=3成立”还可以抽象到“对任意的实数z∈R，恒有

必要性：已知．厂(z)是{1}关联，且是[o，+∞)

关联，

由，(z)是{1)关联知厂(z+1)一厂(z)=1，即

，(z+1)=厂(z)+1，

由，(z)是[o，+∞)关联，可知对任意z。一zz

≥o，都有．厂(z。)一．厂(z：)≥o，即z。≥z：时，都有

，(z1)≥．厂(z2)，所以，当T1一z2≥1时，zl≥z2+1，

厂(‘r。)≥，(zz+1)，则有厂(．T-)≥厂(Tz)+1，，(z·)

一厂(zz)≥1．

一，(z：)≤2．

因此，当z。一z。∈[1，2]时，都有，(T。)一

厂(zz)∈[1，2]，即，(T)是[1，2]关联．

充分性：已知，(T)是[1，2]关联，故对任意的

z。一z：∈[1，2]都有厂(T。)一厂(z：)∈[1，2]，则有

f厂(T+1)一厂(z)≥1 (1)

<，(T+2)一，(z+1)≥1 (2)，

【．厂(T+2)一厂(z)≤2 (3)

故{二：三丰：；二；；三；三：，由厂c．r+，，一厂cz，=
1，得厂(T)是{1)关联，即．厂(．，r+1)一厂(丁)+1，故对

任意的，z∈N，都有．厂(z+行)=，(z+咒一1)+1=

厂(T+7z一2)+2=⋯=，(z)+行，厂(T+咒)一／(．，r)=

咒，所以厂(z)是{船)关联(九∈N)，对任意的T，一z：∈

[o，+∞)，必存在是∈N使得Ir，一lr：∈[是，志+1]，所

以，任意丁。一T：一志+1∈[1，2]时，即．r，+1一(T：+

是)∈[1，2]时，恒有，(T，+1)一厂(T。+忌)∈[1，2]成

立，．厂(T1+1)一厂(T2+忌)=厂(Irl)+1一，(．T2)一志∈

[1，2]，则，(T。)一厂(T。)∈[尼，志+1]，则厂(z。)一

厂(．r。)∈[o，+∞)，所以，厂(z)是[o，+∞)关联．

(三)数学抽象需要强、弱抽象

上述解题过程中将“．厂(T)是{1)关联推出对任

意的T。一T。=1，都有厂(丑)一厂(zz)=l”理解为当

自变量相差1的时候都有相应的函数值也相差1，

这样的表述虽然弱化了对于定义描述的严谨性，但

便于记忆表述．在应用过程中，又可以进一步加强为

“对于任意的实数T，都有厂(T+1)一厂(z)=1”，这

样的描述是严谨的，而且便于理解表述．在概念教学

中，数学抽象需要体现出不拘于形式的内化理解，这

个内化理解根据实际情况的需要可以对研究对象进

行弱化或强化的表述，也就是强抽象和弱抽象．沪教

版新教材中关于增函数的定义为：“对于定义在D

上的函数y=．厂(LT)，设区间J是D的一个子集，对

于区间，上的任意给定的两个自变量的值T。，z：，

当-r。<T。时，如果总有厂(T。)≤厂(Tz)，就称厂(z)

在区间j上是增函数，特别地，如果总有，(z·)<

厂(她)，就称厂(T)在区间J上是严格增函数．”用弱

抽象可以将上述定义表述为“函数值随着自变量增

大而增大的函数称为严格增函数”，用弱抽象可以将

上述图形特征抽象为“图像从左下方升至右上方的

函数图像称为严格增函数图像”．弱抽象即从原型中

选取某一特征加以抽象，使原型内涵减少，结构变

弱，从数学对象的众多属性或特征中辨认出其特征

属性．用强抽象可以将上述定义抽象为“对任意的T

∈，，使任意的e>o都有，(T+￡)>厂(T)成立，则称

函数厂(T)在区间．『上为严格增函数”．用强抽象可
以将上述图形特征抽象为“函数厂(丁)图像上的任意

两个不同的点，都有右边的点高于左边的点，则函数

厂(z)图像为严格增函数图像”．强抽象即通过在原

型中引入新特征，使原型内涵增加，结构变强，从数

学对象的关键属性或特征中强化其特征属性．

二、应用数学抽象进行问题设计

从显性来看，数学抽象是学生在观察、思考、表

达三个方面的能力，通过数学抽象进行问题设计是
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帮助学生实现问题解决和提升数学抽象能力的有效

途径．在高三函数性质的复习课中，根据数学学科核

心素养的培养要求，笔者对如何通过数学抽象进行

问题设计展开教学实践的研究和分析(如图2所

示)．

图2

问题设计1 对于任意的z。，z。∈R，当z。一z：

∈S时，恒有，(z。)一．厂(z。)∈S成立，则称．厂(z)是

S关联．求证：如果．厂(z)是{1}关联，那么．厂(Ir)是

{2)关联．

解题反馈1 学生解题情况统计结果显示，参

加解题的十位学生都不能给出完整的证明过程，但

是证明过程中的第一步基本都能表述出来，即写到

如下证明步骤后证明思路就戛然而止．

解：由．厂(z)是{1)关联，则对任意的z。，z：∈R，

当zl—z2=1时，都有厂(z1)一．厂(z2)=1．

解题难点分析：由“对任意的z。，z：∈R，当z。

一zz一1时，都有．厂(z。)一，(z。)一1”推理得到“对

任意的z1，z：∈R，当z1一z2=2时，都有．厂(z。)一

厂(zz)=2”的逻辑关系缺乏直观想象，而且推出关

系的表述存在较大困难．在教材中，经常用一个变量

z的特征形式来表示函数．厂(T)的性质，学生对于理
解z。一z：一1中两个变量孔，z：之间的关系存在一

定的困难．

难点突破策略：通过数学抽象，在保持函数性质

不变的前提下，可以将问题抽象转化为熟悉的形式．

譬如，将“对任意的z，一z：=1，都有．厂(z。)一．厂(z。)

=1”进行适当的强、弱抽象．通过弱抽象表述为“当

自变量增大1个单位时，函数值增大1个单位”，通

过强抽象表述为“对任意的z∈R，都有厂(z+1)一

厂(z)=1”．通过数学抽象之后，将问题进行再设计．

问题设计2 对于任意的z，，z。∈R，当z，一z。

∈S时，恒有，(z，)一，(z。)∈S成立，则称．厂(z)是

S关联．

(1)求证：如果厂(z)是{1)关联，那么对任意的

z∈R，都有，(T+1)一，(z)=1．

(2)求证：如果厂(z)是{1}关联，那么厂(z)是

{2}关联．

解题反馈2 学生解题情况统计结果显示，参

加解题的十位学生都能完成小问(1)的证明，完成小

问(2)证明的学生只有五位．对比问题设计1中的解

题情况反馈，通过数学抽象得到“任意的z∈R，都有

厂(z+1)一厂(z)=1”的形式后，学生可以明显体会

到数学抽象的思想和方法，由表征抽象将“，(T，)，

厂(z。)的关系”抽象到“．厂(z+1)，厂(T)的关系”．对于

小问(2)，有五位学生能够独立应用表征抽象将

“厂(z。)，，(z：)的关系”抽象到“厂(z+2)，厂(z)的关

系”后得到厂(z)是{2)的关联，这五位学生在这个问

题中表现出已经逐步达到了应用数学抽象解决问题

的素养要求．完成全部证明过程学生的解题过程归

纳如下．

小问(1)解：由．厂(z)是{1)关联，则对任意的

z1，z2∈R，当z1一T2=1时，都有厂(z1)一，(z2)=

1．由z1一觑一1，得z1=z2+1，代人，(z1)一，(z2)

=1得，(z2+1)一，(z2)=1，故，(z2+1)一厂(z2)

+1，即厂(z+1)一r(z)=1．

小问(2)解：由小问(1)得对任意的z∈R，都有

，(z+1)一厂(z)=1，同理厂(z+2)一厂(z+1)=1，

上述两式相加得．厂(z+2)一厂(z)=2，即厂(T)是{2)
关联．

解题难点分析：小问(2)中，“．厂(Ir)是{2)关联”

的充要条件为“对任意的z，，z。∈R，当T。一z：=2

时，都有厂(z，)一．厂(z：)=2”，需要继续通过数学抽

象表述为“对任意的z∈R，都有，(z+2)一，(z)一

2”，数学抽象是逻辑推理和表述过程的前提．

难点突破策略：通过数学抽象的表征抽象将

“厂(z)是{2}关联”抽象为“厂(z+2)一厂(z)=2”．

问题设计3 对于任意的z。，z：∈R，当z。一z：

∈S时，恒有厂(z。)一厂(zz)∈S成立，则称厂(z)是
S关联．

(1)求证：如果厂(z)是{1)关联，那么对任意的

z∈R，都有厂(z+1)一厂(z)=1．

(2)如果任意的z∈R，都有厂(z+1)一厂(z)一

1，求证：厂(．z．+2)一厂(z)=2．

(3)求证：如果厂(z)是{1)关联，那么厂(T)是

N+关联．

解题反馈3 问题设计3中的小问(2)是主要

针对在问题设计2中没能完成解答的五位学生进行

的教学对比实验，其主要变化是将原先的条件

“．厂(z)是{2)关联”替换为“，(z+2)一厂(z)一2”．统

计结果显示这五位学生对小问(2)都给出了正确的

证明，还有学生对小问(3)进行了尝试证明．对小问

(3)的解题过程归纳如下．

小问(3)解：由厂(z)是{1)关联，可知对任意的

z∈R，都有．厂(z+1)一．厂(z)一1，厂(z+1)一厂(z)+

1，所以对咒∈N+，有．厂(z+咒)一厂(z+咒一1)+1一

厂(z+72—2)+2一⋯=厂(z)+以，即厂(z+挖)一

厂(z)一72，所以厂(z)是N+关联．

(下转第29页)
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=(壹页寿可，o)，所以(1一矛1_，o)=(奎页寿可，
叭即喜志=，一熹=南．

求和，这里是在构造向量的基础上综合运用有关向

量的线性表示，结合向量数量积运算求得“等差×等

比”数列的前咒项和公式．

三、构造向量求“等差×等比，，数列前以项和
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问题3 设数列{n。)是公差为d的等差数列，
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评注：问题3的解决常用经典的“错位相减法”

(上接第24页)

解题难点分析：小问(3)的问题设计是由“厂(z)

是{1)关联”的特征类比抽象到“．厂(z)是{2)关联”，

进而由特殊到一般的思想，继续通过类比抽象得到

问题“厂(z)是N。关联”．由问题中的数字运算拓展

到字母运算，其难点在于逻辑关系的导出与描述．

难点突破策略：通过由“厂(z)是{1}关联”推理

出“厂(z)是{2)关联”的逻辑关系，不难得出“．厂(z)是

{3}关联，{4)关联⋯⋯”类比这样的递推关系，可以

联系到数列中的递推关系，因此可以通过类比抽象

的思想，应用数列中递推关系的表述方法来证明

厂(z)是N。关联．

在函数的性质中，函数的奇偶性、单调性、周期
性等性质都可以尝试通过数学抽象达到理解内化的

过程．以函数的奇偶性为例，关于偶函数定义中“对

于任意的T∈D，都有，(一z)=，(z)”的理解，通过

弱抽象可以表述为“定义域内的任意两个互为相反

数的自变量，它们对应的函数值相等”，通过强抽象

可以表述为“对于任意的z1，z2∈D，当zl+z2一。

时，都有．厂(z。)一．厂(z。)”，这种抽象到T㈤r2来定义
的形式，可以与函数单调性的定义形式统一起来．用

相同的z。，．rz来定义不同的函数性质可以帮助学生

年版2020年修订[S]．北京：人民教育出版社，2020：
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体会这些性质的共性以及本质特征，启发学生的抽

象思维．函数的性质本质上是由自变量和因变量的

变化特征所体现出来，所以在表征抽象之后可以通

过弱抽象帮助学生理解函数的本质，通过强抽象帮

助学生用不同方式严谨而准确地表述函数性质．学

生对于学习内容掌握的关键在于能够将所要研究的

数学对象抽象到能够理解内化的文字语言、符号语

言和图像语言．关于数学抽象、逻辑推理和数学建

模，史宁中教授给出这样的理解：通过抽象，在现实

生活中得到数学的概念和运算法则，通过推理得到

数学的发展，然后通过模型建立数学与外部世界的

联系．可以看出，无论是由现实生活到数学概念的抽
象，还是在数学问题解决过程中的数学抽象思维，都

体现了数学抽象作为数学素养的核心价值．

参考文献

[1]吴晓红，谢海燕．基于学科核心素养的数学教学课例研

究[M]．上海：华东师范大学出版社，2019．

[2]史宁中．数学思想概论：第一辑[M]．长春：东北师范大

学出版社，2008．

[3]《数学辞海》编辑委员会．数学辞海：第六卷[M]．太原：

山西教育出版社，2002．

万方数据


