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创设数学实验问题 培养学生探究能力

200030 上海市第四中学 徐卫文

摘要：笔者以数学实验问题为载体，为研究与获得某种数学理论、验证某种数学猜想、解决某种数

学问题，运用一定技术手段，引导学生开展实验探究，通过观察分析数学现象，发现与探索数学知识

的发生过程，构建新的知识结构，引发学生的数学实验探究．

关键词：数学实验；探究能力

实验是科学得以产生与发展的根本，而探究是

当今社会科学发展与教育的有效方式．数学实验教

学是再现数学发现过程的有效途径，数学中很多知

识都有一定的规律和推广潜力，这些知识在精心设

计下大部分可以通过实验探究的方式来学习获得．

在数学的学习过程中，无论是概念、定理、法则、公式

的学习，还是技能的学习、问题的解决，都需要实验．

选择数学实验这种有效途径进行数学探究教学，恰

好可以为学生提供动手操作、自主探究的机会．数学

实验探究以数学实验问题为载体，为研究与获得某

种数学理论、验证某种数学猜想、解决某种数学问

题，运用一定的物质手段，引导学生开展知识探究，

通过观察分析数学现象，调动知识储备与生活经验，

发现与探索数学知识的发生过程，构建新的知识结

构，引发学生积极的数学实验探究行为．

数学实验探究问题是基于教学内容提出的，

是教学内容的拓展和延伸．问题设计要以培养学

生自主探究能力为出发点，帮助学生了解知识的

内在联系及基本规律，培养学生逻辑推理能力，提

高学生分析问题和解决问题的能力，使学生形成

良好的数学学习品质．例如，函数单调性、周期性

及最值问题，函数问增长关系比较，求不同函数图

像的交点个数问题，不定方程的求解，解析几何中

的图形变换及轨迹探求问题，立体几何中的图形

变换及展开，概率统计中的随机问题及回归分析

等内容，都可以从激发学生探究兴趣、体验数学知

识形成过程、强化数学知识应用、提高学生辩证思

维能力等角度进行设计．

一、创设数学实验探究问题。激发学生的探究兴趣

根据教材特点，找准知识的切人点，充分挖掘和

精心设计能够激发学生探究兴趣的数学实验探究问

题，为学生创造自主探索、自主交流的机会，激发学

生学习数学的兴趣，拓宽学生思维，促进学生实践能

力和创新意识的发展，培养学生的探究能力．

案例1：动圆与两个定圆相切时，探求动圆圆心

的轨迹问题

(一)实验问题设计意图

由于与两定圆相切的动圆圆心轨迹涉及问题较

为复杂，因此，创设实验平台，利用多媒体技术手段

可以帮助学生透过现象把握问题的本质，让学生真

实感知轨迹的性质，并从观察、猜想、验证中感受数

学研究的全过程，通过分情况进行探究，并得出

结论．

(二)实验工具

几何画板(或TI图形计算器等)．

(三)实验探究活动设计

动圆P与两定圆F。和F：均相切，难点在于动

圆的运动变化和两定圆之间位置关系的相对变化，

可分为四种情况进行实验探究．

1．动圆P与定圆F。和F。均内切．

2．动圆P与定圆F。和F。均外切．

3．动圆P与定圆F。外切，与定圆Fz内切．

4．动圆P与定圆F。内切，与定圆F：外切．

上述四种情况还要根据定圆F。和Fz的位置

关系再细分两到三种情况进行探究(如表1所示)．

本案例借助几何画板，通过改变两圆的位置关

系，学生探索动圆圆心的轨迹可能是椭圆、双曲线、

射线等．设计的目的在于突出学生的主体地位，培养

学生动手操作、观察、研究、思考的探究能力，有效拓

展学生学习的空间以及解决问题的态度、深度、广度

和灵活度，激发学生的探究兴趣．

二、创设数学实验探究问题。体验数学知识的形成

过程

创设数学实验探究问题，让学生体验一些数学概

念、公式、定理、公理、结论以及知识的形成过程，引导

学生由直观现象归纳、探索数学知识，或通过数学实

验教学的可视化验证数学结论，由此充分调动学生的

主动性和创造性，激起学生的好奇心和求知欲．
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表1

学生探究1：动圆P与两定圆F。和F：之间的位置关系

(1)探究两定圆之间的位置关系(不妨设定圆F。半径为rl，定圆F。半径为r。，且n>n)．

(2)探究动圆与两定圆之间的位置关系．

序号 两定圆F。和Fz位置关系 动圆P与两定圆F。和F：的位置关系

与圆F，内切，与圆Fz外切

第一组 两定圆Ft和Fz内含

与定圆均内切

与圆F。内切，与圆F2外切

第二组 两定圆F-和F2内切 与两定圆均内切

与两定圆均外切

与两定圆均外切

与两定圆均内切
第三组 两定圆F1和Fz相交

与圆F。内切，与圆F：外切

与圆F。外切，与圆Fz内切

与两定圆均外切

与两定圆均内切
第四组 两定圆F，和F：外切

与圆F。内切，与圆Fz外切

与圆F1外切，与圆F。内切

与两定圆均外切

与两定圆均内切
第五组 两定圆F，和Fz相离

与圆F，内切，与圆Fz外切

与圆F。外切，与圆F2内切

学生探究2：借助几何画板探究动圆圆心轨迹
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(续表)

学生探究3：动圆圆心P的轨迹以及轨迹方程探究

(1)根据两定圆位置关系，探究构建两定圆方程．

(2)根据动圆与两定圆的位置关系，探究动圆圆心P的轨迹以及轨迹方程．

动圆P与两定圆Fl和F2位置关系(设动圆半径为R，
两定圆F。和F。位置关系

定圆F1半径为F1，定圆Fz半径为r2，且7"1>r2) 探究动圆圆心P的轨

迹以及方程
定圆位置 动圆与两定圆

关系
定圆方程设计 数量关系推导

位置关系

与圆F。内切 lPF。I一10一R，IPF：I—R+2
￡+筻一1

两定圆F， 圆Fl：(z一3)2+Y2—100
与圆F。外切 j PF。l+l PF。l一12 36。27

1

和F：内含 圆F2：(T+3)2+y2—4
lPF。|=10—R，lPFz I—R一2 ￡+￡：1与两定圆均内切

16’7
1

=>I PF。I+l PF2 I一8

与圆F。内切 IPF，I=3一R，lPF2 l一尺+1

i?,2-了yZ一1(z≠一2)
两定圆F。 圆Fl：(．r—1)2+y2—9

与圆F。外切 j PF。I+l PFz J一4

和F：内切 圆F2：(LT+1)2+y2—1 与两定圆均外切 A(一2，0)，I PAI—R Y=0(z<一2)

与两定圆均内切 A(一2，0)，1PAl—R 了一O(‘r>一2，T≠士1)

lPF。l=R+8，IPF2 l—R+2

可,T2一丁y2—1(z>3{)与两定圆均外切
寺l PF-I—l PF2 l一6

IPFl f一8一R，1PF2 I一2一R ￡一芷一1(3≤T<9 7
1、”⋯、

寺I PF。l—l PF2 l=6
3{)与两定圆均内切

两定圆F。 圆Fl：(z+4)2+y2—64 lPF。l=R一8，lPF：I—R一2

等一等刊闲，和F：相交 圆F2：(T一4)2+扩一4 辛I PFz I—l PF。I一6

与圆F。内切 IPFl l一8一R，IPF2 l—R+2 西xz 1。可y2—1(一5≤‘r<

与圆F。外切 净I PF2 I+IPF，l一10
3{)

与圆F。外切 lPFl l一8+R，IPF2 I一2一R 西,r2]_百y2—1(3 T3<z≤
与圆F：内切 ≥I PFz l+1 PF。l一10

5)

lPF。I一3+R，IPF：I—R+1
与两定圆均外切 Ir2一荽一1(‘r>1)

j PF。l—l PF2 I一2 J

PF-I=R一3，f PF2 I—R一1

LT2一了22=1(T≤一1)与两定圆均内切
j PF2 l—l PF。1—2

PF。l=R+3，I PF2 I—R一1
两定圆F， 圆F1：(z+2)2+y2—9

与圆F。外切 或1一R
和F：外切 圆F2：(z一2)2+扩一1

与圆F2内切 净}PF2 f—f PFl f一4一fRR
y—O(x>1且T≠2)

或l PF2 I+I PFl I一4一I F1 F2

PF。I=R一3或3一R，I PF2

与圆F。内切 —R+1

与圆F2外切 ≥fPF2 f—f尸Fl f一4一』F1 F2
y一0(T<1且．辑壬一2)

或I PF2 l+l PF。l一4一IF。F2
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(续表)

PF。l=2+R，I PF2 1=1+R TX2一面y2—1(-r≤一丢)与两定圆均外切
净l PFl I—l PF2『一1 了了

与两定圆均内切
IPF。I—R一1，lPF。I—R一2 芋一而y2一，(z≥÷)

两定圆F。 圆F1：(T一2)2+y2—4
净}PF2 l—I PF-I一1 T百

和F2相离 圆F2：(‘r+2)2+y2—1
与圆F。外切 lPFl l—R+2，lPF2 J—R一1 等一了yZ一1(z≤一号)
与圆F：内切 ≥l PF。l—l PF：I一3 了百

与圆F，内切 IPF。l—R一2，IPF2 I—R+1 等一yZ，=I(z≥号)
与圆F：外切 净I PF2 1—1 PF。I一3 百百

案例2：棱锥体积的探究

(一)实验设计意图

使学生深刻理解三棱锥体积公式的推导过程，

掌握三棱锥体积公式并能运用公式进行计算或论

证，培养学生动手、动脑、发现问题、分析问题、解决

问题的能力，同时渗透转化、类比等数学思想方法．

本实验的设计以实物的方式使学生获得感性认识，

在感性上得到认可，再从数学的严密性和精确性角

度证明该公式．

(二)实验方法

方案1：利用模型操作(排液法或称重法或割补

法)完成体积测量．

方案2：利用课件进行模拟实验．

(三)实验过程

方案1(实物操作)：

1．测一测、量一量

利用等底等高的三棱柱、三棱锥以及细沙探究两

个容器的关系．运用实物模型演示三棱锥和三棱柱体

积的装沙实验，在三棱锥体杯子里装满细沙，倒人三

棱柱体的模具中，反复操作，发现恰好三次倒满．

2．切一切、割一割

取一个三棱柱的几何体(萝b块)进行切割，用称

重法或排液法判断切割后的三个三棱锥的体积关系．

方案2(利用课件进行模拟实验)：

借助几何画板演示，将三棱柱分割成三个三棱锥，

利用动态作图、动态测量等功能，可以将抽象性的空间

结构关系直观生动地显示出来，在动态的过程中培养

学生观察、发现问题的能力，给学生提供探索的空间．

(四)实验证明思路

先将三棱锥补成一个三棱柱，再将这个三棱柱

分割成三个三棱锥，接着证明三个三棱锥体积相等

(证明略)．(如图l一图3所示)

高中数学中的许多公式和定理的发现都来源于

实验，在棱锥的体积实验探究教学中，引导学生通过

观察、实验探究、归纳猜想、理论证明这一完整的数

学探究过程得到棱锥的体积公式．学生不仅能较容

易地了解棱锥的体积公式，同时也加深对数学公式

的理解，培养形成“实验操作一直觉猜想一直观验

证一推理论证”的科学探究方法．

A

A1

B

图1

A1

A C

A1

图2

c1

拆◇

图3

三、创设数学实验探究问题。强化数学知识的应用能力

创设数学实验探究问题，将现实问题转化为具

体的数学问题，用数学知识与方法构建数学模型，解

决现实问题，增强学生的应用意识，提高实践能力．

在实际情境中发现问题、提出问题；通过分析问题建

立数学模型；借助信息手段分析数据、求解模型、得

出结论，并尝试基于现实背景验证模型结果、改进模

型、完善模型，提高学生运用数学解决实际问题的探

究能力．

案例3：水槽问题设计

现有宽为n的长方形板材，在单位时间水流速

度一定的情况下，请将它设计成一开口水槽，使水槽

的流量最大．(备注：在单位时间内水流速度一定的

情况下，水流量的大小取决于水槽横截面的面积，水
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槽形状的选择又与实际条件限制和使用者的喜好有

关．如果不考虑实际条件限制和使用者喜好，则可以

对形状进行多种选择．)

学生设计的水槽横截面图形如图4所示．

LVC
A[彳E

：[三
A≤爿

L口D
Ao曰

图4

学生问题探究过程中的分析如表2所示．

在建模过程中，学生培养了学习习惯、观察视

角、思考方法、思维方式、探索精神和创新能力，提高

了数学应用能力．通过创设数学实验探究问题，不断

加强数学应用意识的培养，学生体会数学与数学应

用，促进全面发展．

四、创设数学实验探究问题。提高学生的辩证思维能力

引导学生从复杂的现象中把握事物的本质及规

律，探索事物间的联系与差异，将已有事实变更推广

表2

为更有深度的结论等，启迪思维，提高学生的数学思

维品质．

从学生已有的数学知识经验和惯性思维角度创

设数学实验探究问题，通过一定量的特殊情形的实验

观察来总结和归纳，在此基础上进行合情的推理、猜

想、证明，发现和掌握数学概念、定理、结论等规律，克

服抽象性结论和复杂推理证明中形成的认知障碍．

案例4：互为反函数的图像交点个数问题

探究指数函数Y—a。与对数函数Y—log一(盘

>o且n≠1)图像交点个数问题(以同一底数的指、

对函数图像为例)．

(一)设计意图

面对函数y=口。与对数函数Y—log。z(n>O且

口≠1)图像交点个数问题，大多数学生的掌握不够清

楚，受思维定势的影响，不少学生会随手作出它们的

简图．例如，当日>1时，如图5—1，它们没有交点；当

O<口<1时，如图5—2，它们有且仅有一个交点．其错

误的根源在于忽视了底数口的变化对图像以及交点

个数的影响．

(二)实验工具

几何画板或TI图形计算器等．

类别 学生图形设计 建立模型，求最值

生1：

(1)模型设计，将图形设计成三角形．

三角形 ≮z
c

(2)根据图形，设AB—T，BC=a--x么ABC=0，所以横截面面积为s一百1·z(a--x)·sin0．

(3)求横截面面积最值

s一虿1·-T(a--x)si的≤÷z(a--x)=-譬一12“r一虿a2)2≤譬，
当且仅当8一号且z一号时，s⋯一等一o．125 n2．

生2：

(1)设计意图：将图形设计成特殊的四边形(矩形)．

E一：]三
(2)根据图形，设AB=CD=z，BC=a--2．r，所以横截面面积为S一,T(a--2x)．

(3)求横截面面积最值

s一-r(n一2．r)，推得s一等一2(。’一号)2≤等，

当z一手时，sHlaX一等。o．125n2．
生3：

四边形
(1)设计意图：将图形设计成特殊的四边形(等腰梯形)．

A图之 (2)根据图形，可得AB—BC=CD=羔，设／ABE=0，所以横截面面积为

s一百1·(号+号+2·号·si的)·号c。s日一等‘(1+si埘)‘c。s口．
B旦C

(3)求横截面面积最值

s一虿1·(号+号+2·詈‘si胡)‘号c。s臼一号‘(1+si加)‘c。氓
求S最值问题，等价于求，(口)一(1+sin0)·cosO最值问题，

方法1：图形直观分析，借助几何画板对，(口)一(1+sin(O))·cos(O)进行分析．
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(续表)

类别 学生图形设计 建立模型，求最值

函数y2，(日)在一个周期OE[o，27c]的图像如上图所示，当p一詈时，Y一，(口)取到最
大值．

方法2：从求导的角度进行数学分析(教师指导证明)．

Y7一一sinO+cos20=一2sin2口一sinO+1，

令j，7一o，得si硼一虿1或sinO=一1，即p一詈(口=萼舍)，

s⋯一譬~o．Ⅲ一
方法3：从不等式的角度进行证明(教师指导证明)．

j，一(1+si加)cos口一c。s0+1sin20=1(c。s口+c。s19+sin2口)

一i[cosO+cosO+。c0S(号--20)]≤扣0+0+。2--20，一帮3，
当且仅当口一号一2口时等号成立，即口一詈．

也有学生设计AB—CD一号，BC一号或AB—CD一詈，BC一号等，方法类似，不再展开．

A、 -7n

／E
生4：图形设计比较特殊，将图形分成四个全等的等腰三角形，由图可得每个三角形的

五边形 ·04曰＼挂o／"i≯",C 4 顶角a一{，则底角口一警。所以横截面面积为s一4·÷·号·号·ta加一而a2·
i

C
i tan警≈o．15ln2．

生5：

六边形 爹囹毒 设计意图：图形设计比较特殊，将图形分成五个全等的等腰三角形，由图可得每个三角

形的顶角为口=詈，则底角口=警，所以横截面面积为s一5·专·詈·南·ta加一面a2
5 C

a D 5

．tan警~o．154矿

生6：

半圆 A℃7
8

将图形设计成半圆形，由图可得横截面面积为

s一丁1·丌·，一虿1·7c·(詈)2一磊a 2≈。．159a2．

探究得到的结论：设计的图形越特殊，面积相对来说越容易求解；图形的边数越多，其对应的图形面积越大，最终以半圆围

成的图形横截面面积最大．
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(三)实验探究问题设计
1

1．函数y—log熹x与Y一(纛)。的交点有几个?

问题分析：交点至少有2个，学生能直接求出的
1 1 1 1

交点为(÷，寺)，(寺，÷)．

2．借助实验工具(几何画板或TI图形计算器)

进行观察，举例说明a取不同的值时，函数Y—

log。x与Y一口‘的图像交点情况．

问题分析(直观判断)：借助几何画板可以直观

观察和探讨图像的交点个数问题(如表3所示)．

3．在问题2探索的基础上，当a取不同的值时，

探究函数y—log。z与Y一口‘的图像交点个数．

问题分析(数学验证)：借助几何画板，对Y—a。

与Y—log。．T(口>o且口≠1)图像的交点问题进行实

验探究，归纳交点的大致情况，对交点情况进行严谨

的验证和推理，验证如下．

(1)当口>1时

若函数y一口。与Y—log。z相交只有一个交点，

由互为反函数关系可知它们的图像关于Y—T对

称，所以要使y—n。与Y—log。z图像有且只有一个

公共点时，则y=z是两个函数的共同的切线，设两

个函数相切时的切点坐标为A(z，，Y。)，由于曲线Y

—n‘在A处的切线斜率为1，所以a．r·一T。，且函数

y—n。的导数为Y 7一(n。)7一ar·lna一1．

．·．{丑．．1_J1，，推得n—P了1，故,T1一P．
【a‘1 lna2l

从上可知，当n=P÷时，y=a‘与Y=log。T相切

于A(e，P)，所以n>1时有以下三种情况．

①如图6，当乜一e了1时，y—n。与Y—log。T图像

有一个交点

。)L ，／／／
庐孽 纱y=log

／／
，／／ 。

／

o|¨
一

／
／

／

图6

②如图7，当n∈(1，P÷)时，3，一口r与y=Iog。T

图像有两个交点

l<a<矿 ∥∥
)=d‘／
／哟—／ 。／／y=log：

／l ÷
3

l。
图7

③如图8，当a∈(P÷，+∞)时，Y—n‘与Y—

log。-r图像没有交点．

) )品雌} ，I

{ ／

I

／，，，／
／，I／ y=log一

口>，

／，，’，／／ ／ f
，／ ／ 一j

／u

t。
。

／

／

／

／

图8

(2)当0<a(1时

同理可得曲线Y—a。在A处的切线斜率为

一1，所以a,r，一z。，且函数Y一口‘的导数为Y 7一

(∥)7一口rl lna一一1．

．·．{盯：1_m ．，推得口：(土)e，故：一1X1 ．·‘‘{n rlln口二一1，推得口2‘÷’。，故=一e‘

从上可知，当口一(÷)。时，y=a‘与3，一lo＆-r相

切于A(三，三)，所以0(a(1时，有以下两种情况．

①当口∈(o，(÷)。)时，y=a‘与y—log。-r图像

有三个交点．

②当口∈[(÷)。，1)时，y=a‘与y—log．x图像

有一个交点．

如果不借助实验工具，仅靠手工作图难以作出

y一口‘与y—log。T交点，更难以判断出交点的个数

情况，由此会给逻辑推理、验证结论带来一定的困

难．因此，借助数学实验工具如几何画板等，引导学

生在图形的动态变化中观察现象、读取数据、探索图
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表3

口的取值 借助于几何画板探究图像交点 交点个数

，}一a一0．03 3

胁器＼
Ⅱ一0．13 1

| ．

嵋嵩＼}
I

。

g(x)--O．5。

口=0．5 ＼ | 1k
-5 。j≮‘-2—-

口一1．41 2

w‘

●

e

6‘

，

口=1．62 ● O

2一

一一

’厂+ i ’'；。 1's’

。|{

(下转第34页)
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∈R)，考虑当A≥o，p≥O，且A+产=1时，A，B，P三

点共线(用三点共线的充要条件可判断)，则A≥0，∥

≥o，且A+岸≤1时，点P必在AOAB内(包括边

界)，考虑l A l+l卢l≤1，A，严∈R的其他情形，点P的
集合恰好是以AB为一边，以OA，OB为对角线一半

的矩形，其面积S=4s△mB一4×2×2sin等一4,／5．
o

评注：解法1从坐标的角度考虑，先建立平面直

角坐标系，利用题设条件得点P的坐标T，Y与A，口

之间的关系，利用『A l+I口l≤1，A，肛∈R得到关于

T，Y的不等式组，将问题转化为线性规划问题解答，

这是典型的坐标法，是研究解析几何问题最基础、最

常用的方法，完全通过代数运算，运算量较大，得到

最终结果需要较强的数学运算能力，这对提升学生

的数学运算素养是有利的．解法2从平面向量基本

定理人手，结合三点共线的充要条件去思考构成平

面点集的区域图形的形状，巧妙地避开了繁杂的运

算，不失为一种优美解法，但这种方法体现较强的构

造性，对学生的思维水平要求较高，要求学生对向量

知识有系统的认识和深入的理解．

数学问题求解的基本思维方法是从题设条件

(上接第25页)

像之间的关系，随后进行逻辑推理和结论验证，克服

思维定势、封闭的状态，将知识融会贯通，从而使其发

现和提出数学问题，分析和探讨数学问题，培养学生

的逻辑思维能力、问题解决能力、创新思维能力．

创设数学实验探究问题，通过假设、猜想、归纳、

推理、佐证、拓展等一系列探究活动，学生体验数学

知识形成过程，学会思考、发现和探索，提高学生以

数学的眼光观察世界的意识，逐步培养学生认识事

物、发现真理的方法，学生在获得大量知识经验的同

时又掌握了数学基本技能和数学思想方法，培养了

创新能力，提高了数学素养．
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