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【课堂聚焦·教学设计】

基于问题解决视角下的教学设计与实践

———以 “平面向量的数量积” 复习课为例

杨璧华， 文尚平
（南宁市第二中学， 广西南宁　 ５３００２８）

【摘　 要】 基于高考 “考查问题—小问题—具体问题” 的高中数学问题解决的教学实施， 主要包括教

学原则、 教学模式和教学设计三大实施策略， 而基于问题解决的教学设计， 应当以创设数学情境、 提出数

学问题、 开展数学对话为主要手段， 以锻炼和提升数学思维能力、 方法技能为根本任务， 以学会提出问

题、 分析问题、 解决问题， 最终实现和发展学生数学核心素养为基本目标。
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的理论与实践研究” （２０２１Ｂ２００）

一、 问题提出
《普通高中数学课程标准 （２０１７ 版） 》 提出的

课程建设目标是通过数学课程的学习， 让学生获得
进一步学习以及未来发展所必需的数学基础知识、
基本技能、 基本思想、 基本活动经验 （简称 “四
基” ）， 提高从数学角度发现和提出问题的能力、
分析和解决问题的能力 （简称 “四能” ） ［１］。 数学
家哈尔莫斯认为， 问题是数学的心脏， 波利亚则把
数学当成是一门问题解决的学科， 并把问题解决作
为数学教学的焦点。 可见， 解决问题的教学已经成
为数学教学的核心， 围绕问题解决而开展的探究学
习， 既是数学教学的一种理念、 策略和方法， 也是
数学课堂教学的一种基本组织形式。 所以， 围绕问
题解决而展开的教学设计， 既需要数学学习论、 数
学教学论的理论基础， 又需要运用系统方法分析数
学问题， 确定数学教学目标， 设计解决数学教学问题
的策略方案、 试行方案、 评价试行结果和修改方案［２］。

基于问题解决的教学设计一般需要关注四个问
题： ①我们要到哪里去？ （教学目标的设立）； ②我
们如何确保才能到达那里？ （教学任务的分析）； ③
我们怎么到达那里？ （教学策略的实施）； ④我们怎
么知道已经到达那里？ （教学评价的反馈）， 如图 １
所示。 所以， 在数学教学设计中， 从实施教学分

析， 拟订教学目标， 到开发教学策略， 再到组织实
施教学评价， 实际上就是教学主体的内外部条件和
教学事件的系统化问题。 因此， 基于高考 “考查问
题—小问题—具体问题” 的高中数学问题解决的教
学设计， 需要教师根据不同的学习结果， 创设不同
的学习内部条件并安排相应的学习外部条件。 笔者
以 “平面向量的数量积” 复习课教学为例， 探索关
于数学问题解决视角下的教学设计与实践。

图 １
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二、 教学分析

１. 教材分析

平面向量的数量积涵盖了几何、 代数及三角函

数三大板块的主干知识， 背景知识丰富。 笔者通过

对近 ５ 年高考数学全国课标卷试题的研究发现， 课

标卷中平面向量的考查题型基本以客观题为主， 内

容以平面向量的基本定理的应用， 数量积 （范围）
的求解， 模长、 夹角的计算为主， 解法上弱化解题

技巧而注重通性通法。 常与函数的构造、 三角函数

范围、 不等式与最值、 解析几何与平面几何、 立体

几何空间角等内容进行考查， 体现平面向量的工具

性和应用性， 考查学生数学运算、 逻辑推理、 综合

分析解决问题的能力 （如图 ２）。 基于平面向量数

量积的复习， 应重点关注求夹角、 求模、 求数量积

三个小问题解决过程中的知识要求、 运算要求、 推

理要求及逻辑思维的要求。 所以， 弄清楚问题解决

作为一种学习结果， 方可为安排相应的学习外部条

件提供科学依据。

图 ２

２. 教学目标

根据问题解决教学的课型特征设立教学目标，
并将目标细化为一系列子目标。 因此， 平面向量的

数量积复习应该以问题解决作为教学目标， 教学目

标如下。
（１） 通过题组训练， 使学生掌握数量积、 夹角

等概念， 并掌握数量积的运算公式、 运算法则、 运

算方法。
（２） 通过考查问题， 培养学生学会发现问题、

分析问题的意识， 进一步强化求解数量积的基本策

略和方法。 引导学生学会关联并实施运用基底法、
坐标法求解平面向量数量积， 并在学习过程中并通

过问题变式， 层层深入， 使学生掌握并能熟练运用

这两个方法。

（３） 通过课堂交流， 提升学生分析问题、 解决

问题的能力， 培养学生学会思考、 学会聆听、 学会

合作、 学会交流的能力。
３. 教学重难点

（１） 教学重点： 复习并掌握定义法、 基底法、
坐标法求解数量积， 并在此基础上拓展极化恒等式

及应用。
（２） 教学难点： 学会灵活应用求解平面向量的

数量积的方法。
根据问题解决教学习得知识的过程和条件设计

学习的外部条件， 明确如何到那里。 所以， 教学设

计中的重难点设立应遵循 “一明一暗” （知识与方

法） 两条线的原则。 本节课的 “明线” 是向量数

量积问题解决的结构知识， “暗线” 是数量积问题

解决的思想方法。 问题的设计也是由具体知识到解

决问题工具， 再到解决问题思想方法， 梯度式地发

展学生核心素养。
４. 教学关键点

（１） 教学设计中， 问题的设计、 生成与变式，
是追求有效教学的重要因素， 数量积求解过程中，
需要对照教学目标检测学生的学习效果， 确定是否

已经到达那里。
（２） 向量具有良好的运算性质， 数量积可以使

图形中的夹角运算、 距离运算有效地转化为向量运

算， 所以教学设计必需先解决知识的上下位关系， 同

时需要解决向量运算所蕴含的思想方法的提炼、 开发

和实施评价， 以确定我们怎么知道已经到达那里。

三、 教学过程设计
环节一： 基于课型特征， 解决要到哪里去的问题

通过教学前测， 了解学生对平面向量数量积知

识的掌握情况， 并通过限时训练， 激发学生的学习

主动性， 明确本节课的学习目标。
课前小测 （５分钟）

１. 若 ａ
→
＝ １， ｂ

→
＝ ２， 且 ａ

→
与 ｂ

→
的夹角为

π
３
，

求 ａ
→
·ｂ
→

的值 。

２. 若 ａ
→
＝ １， ｂ

→
＝ ２， 且 ａ

→
与 ｂ

→
的夹角为

π
３
，

求 ２ａ
→
－ｂ
→

与 ａ
→

的夹角 。

３. 在 Ｒｔ △ＡＢＣ 中， ∠Ｃ ＝ π
２
， ＡＣ ＝ ２， 求

ＡＢ→·ＡＣ→的值 。
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４. 若 ａ
→
＝（ｘ，４）， ｂ

→
＝ （－２，－１）， 如果 ａ

→
与 ｂ

→
的

夹角为钝角， 求 ｘ的取值范围 。
５. 如图 ３， 在平行四边形 ＡＢＣＤ 中， ＡＢ ＝ ２ ，

ＡＤ＝ １， Ｅ 为 ＤＣ 的中点， ＡＥ 与 ＢＤ 交于点 Ｍ， 若

ＭＡ→·ＭＢ→＝－ ４
９
， 则ＡＢ→·ＡＤ→＝ 。

图 ３

【设计意图】 基于问题解决视角下的教学设计，
需要回答的第一个问题是： 我们要到哪里去？ 即教

学目标是什么？ 问题解决的教学目标应该具有 “导
教、 导学、 导测评” 的功能， 通过课前测试， 实施

教学分析， 以确定我们要到哪里去， 并为课堂活动

的实施做好铺垫， 让学生明确学习目标、 重点、 难

点， 带着问题进行学习。
环节二： 设置问题解决的学习目标并进行任务

分析， 解决确保能到那里去的问题

解决到哪里去的问题， 首先， 教师需要引导学

生用外显的行为动作与内部心理过程相结合的方式

进行任务分析， 让学生明确到哪里去。
师： 时间到， 请 ５ 题都做了的同学举手， 请 ５

题都做对的同学举手。
师： 你做对了哪几题？ 有什么体会？ 你是因为

什么原因错了这一题？ 错在哪里？
由于前面已经系统复习了平面向量数量积的定

义， 以及夹角、 模的求解等知识， 学生基本可以熟

练地运用定义法、 投影法、 基底法、 坐标法等基本

方法求数量积， 初步掌握了研究向量问题的基本思

想和方法。 设计课前小测， 是为本节课新问题的复

习与探究热身。 第 １ 题意在巩固平面向量数量积的

定义， 第 ２ 题揭示了模与夹角的运算离不开数量积

的求解， 第 ３ 题意在让学生体会求数量积常用的几

种方法， 第 ４题意在考查向量数量积小于 ０ 与向量

夹角为钝角并非等价关系， 第 ５ 题意在巩固向量运

算法则与基底转化法。
其次， 教师引导学生学会归纳总结求数量积常

用的形式： （１） 夹角形式： ａ
→
· ｂ

→
＝ ｜ ａ

→
｜ ｜ ｂ

→
｜ ｃｏｓθ；

（２） 坐标形式： ａ
→
·ｂ
→
＝ ｘ１ｘ２＋ｙ１ｙ２； （３） 投影形式：

ａ
→
·ｂ
→
＝ ｜ ａ

→
｜ （ ｜ ｂ

→
｜ ｃｏｓθ）＝ ｜ ｂ

→
｜ （ ｜ ａ

→
｜ ｃｏｓθ）； （４） 余弦形

式： ａ
→
·ｂ
→
＝ １
２
［ａ
→２＋ｂ

→２－（ａ
→
－ｂ
→
） ２］； （５） 极化恒等式

形式： ａ
→
·ｂ
→
＝ １
４
［（ａ

→
＋ｂ
→
） ２－（ａ

→
－ｂ
→
） ２］。

接着， 结合数量积求解的常用形式， 教师引导

学生思考求数量积公式的方法： 定义法、 坐标法、
投影法、 基底转化法。 最后， 教师请学生归纳与数

量积的运算有关的公式： （１） ｜ ａ
→
｜ ＝ ａ

→
·ａ
→
； （２）

ｃｏｓθ＝ ａ
→
·ｂ
→

｜ ａ
→
｜ ｜ ｂ
→
｜
； （３） ａ

→
·ｂ
→
＝ ０⇔ａ

→
⊥ｂ
→
。

【设计意图】 运用学习结果分类理论， 将学习

目标细化为一系列子目标， 提示学生回忆先决知识

技能。 通过师生互动、 生生互动， 归纳出数量积求

解公式的五种形式、 四种方法， 以及与之相关的上

下位知识， 这既是平面向量数量积复习课教学目标

达成的一部分， 也是问题解决视角下背景分析、 路

径探究的重要环节。
环节三： 设计问题解决教学事件， 解决如何到

那里的问题

解决如何到那里的问题， 需要教师在教学设计

中呈现设计的样例， 样例要有针对性、 互补性， 才

能有效促进问题的解决。
例 １　 如图 ４， 在正方形 ＡＢＣＤ 中， ＡＢ ＝ ２， 点

Ｅ为 ＢＣ中点， 则ＡＣ→·ＡＥ→的值 。

图 ４

【设计意图】 基于问题解决视角的数学教学设

计， 教师需关注以下问题： 我们如何到达那里？ 即

教学策略是什么？ 通过开发有效的教学策略， 以确

定我们如何到达那里。 向量数量积问题的求解， 需

要掌握最基本、 最常用的三大形式 （定义式、 基底

式、 坐标式）， 这是确保教学目标实现的基本环节。
例 ２ （２０１７ 年高考新课标Ⅱ卷， 理 １２） 已知

△ＡＢＣ是边长为 ２的等边三角形， Ｐ为平面 ＡＢＣ 内

一点， 则ＰＡ→·（ＰＢ→＋ＰＣ→） 的最小值是 （　 　 ）

Ａ. －２　 　 　 Ｂ. － ３
２
　 　 　 Ｃ. － ４

３
　 　 　 Ｄ. －１
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平面向量的最值问题通常需要找到合适的变

量， 例 ２ 的设计意在引导学生寻找到已知变量和未

知变量之间的关系， 促进学生对数量积求解方法的

理解。
师： 结合我们刚才归纳的方法， 对于例 ２， 同

学们会选择什么方法求解呢？
学生在教师的引导下， 展现以下三种解题

方法。

方法 １： ＰＡ→与ＰＢ→＋ＰＣ→共线且反向， 即点 Ｐ 位于

中位线 ＡＤ 上， 设 ＡＰ ＝ ｘ， 则 ＰＤ ＝ ２（ ３ －ｘ）， 所以

ＰＡ→· （ＰＢ→＋ＰＣ→） ＝ －２ｘ·（ ３ －ｘ）＝ ２ｘ２－２ ３ ｘ， 当 ｘ

＝ ３
２

时， ＰＡ→·（ＰＢ→＋ＰＣ→） 取得最小值－ ３
２
。

方法 ２： 以 ＡＢ为 ｘ轴， 线段 ＡＢ 的垂直平分线

为 ｙ轴， 设点 Ｐ （ｘ， ｙ）， ＢＣ边的中点 Ｄ １
２
， ３
２
，

则ＰＡ→·（ＰＢ→＋ＰＣ→）＝ ２（－１－ｘ，－ｙ）· １
２
－ｘ， ３
２
－ｙ ＝

２ ｘ＋ １
４

２

＋ ｙ－ ３
２

２

－ ３
２
≥－ ３
２
。

当且仅当 ｘ ＝ － １
４
， ｙ ＝ ３

２
时， ＰＡ→·（ＰＢ→＋ＰＣ→）

取得最小值－ ３
２
。

方法 ３： 设中线 ＡＤ的中点为 Ｍ， 则ＰＡ→·（ＰＢ→＋

ＰＣ→）＝ ２ ＰＡ→·ＰＤ→＝ ２× １
４
［（ＰＡ→＋ＰＤ→） ２ －（ＰＡ→－ＰＤ→） ２］ ＝

２ ＰＭ→２－ １
４
ＤＡ→２ ＝ ２ ＰＭ→２－ ３

２
≥－ ３
２
。

通过以上三种解法， 学生总结出以下解题

规律。
（１） 当两个向量共线反向时， 数量积达到最小

值； 当共线同向时， 数量积达到最大值。

（ ２ ） 极 化 恒 等 式： ａ
→
· ｂ

→
＝ １
４
［ （ａ

→
＋ｂ
→
） ２ －

（ａ
→
－ｂ
→
） ２］， 常与边的中点有关。
课堂教学， 功在预设， 贵在生成。 根据课堂中

学生的实际情况， 教师应及时作出教学调整， 提供

反馈与纠正。 关于平面向量数量积的考查， 除了考

查概念、 公式等基础知识， 还要考查相关的基本技

能与方法， 而结构不良条件下的数量积求解， 需要

学生具备合理的转化与划归能力。 笔者根据学生学

情， 设计了以下例题及变式。
例 ３　 如图 ５， 在三角形△ＡＢＣ中， Ｄ是 ＢＣ 的

中点， ＡＤ＝ ３， ＢＣ＝ １０， 则ＡＢ→·ＡＣ→＝ 。
变式 １　 如图 ６， 线段 ＡＢ为圆 Ｏ的直径， Ｍ为圆

Ｏ的弦 ＣＤ上一动点， 且 ＡＢ＝ ８， ＣＤ＝ ６， 求ＭＡ→·ＭＢ→

的取值范围 。
变式 ２　 如图 ７， 在平面四边形 ＡＢＣＤ中， Ｏ为

ＢＤ的中点， 且 ＯＡ ＝ ３， ＯＣ ＝ ５， 若ＡＢ→·ＡＤ→ ＝ －７，

则ＢＣ→·ＤＣ→的值 。

图 ５

　
图 ６

　
图 ７

【设计意图】 考查问题及变式， 意在活学活用。
极化恒等式的优点是方便利用已知条件， 用整体、
方程、 化归思想把复杂的几何问题转化为简单的代

数问题。 学生在利用前面掌握的方法求解例 ３ 时，
由于很难处理条件中的夹角、 模、 基底之间的相互

关系， 因此解题思维受阻。 这时， 就需要突破原有

的知识结构， 探索新的方法。

例 ４　 如图 ８， 在矩形 ＡＢＣＤ中， 已知 ＡＢ＝ ２ ，

ＢＣ＝２， 点 Ｅ为 ＢＣ的中点， 点 Ｆ在边 ＣＤ上， ＡＢ→·
ＡＦ→＝ ２， 则ＡＥ→·ＡＦ→＝ 。

图 ８

变式 １　 已知 Ｒｔ△ＡＢＣ 中， ＣＡ ＝ＣＢ ＝ ２， Ｍ， Ｎ

是斜边 ＡＢ上的两个动点， 且 ＭＮ ＝ ２ ， 求ＣＭ→·ＣＮ→

的取值范围 。
【设计意图】 提升学生的运算能力， 关键在于

帮助学生提升算法与算理的能力。 平面向量数量积

求解中的动态问题， 如果只从几何图形要素 “边、
角、 面积” 出发， 受知识结构的影响， 学生分析问
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题的思维一般会受阻。 而如果从几何问题代数化的

角度考虑， 使运算最终落在函数的图象与性质上，
此时从平面图形的基本特征出发， 建立直角坐标

系， 可以帮助学生有效解决平面向量数量积动态

问题。
环节四： 分析问题解决教学的课型特征， 解决

确定是否已经到那里的问题

课堂教学是否已经达到预期目标， 学生是否已

经掌握了本节课的基本知识、 基本技能、 基本方

法， 教师可以通过归纳总结、 对话交流等形式， 进

行检查迁移。
基于考查问题的主线， 本节课按 “考查问

题———小问题———具体问题” 展开， 规律如图 ９
所示。

图 ９

平面向量考查关键问题的试题一般遵循以下三

个维度的命题原则： 能力立意 （维度一）、 情境

（维度二）、 设问 （维度三）。 基于上述三个维度，
我们归纳如下。

１. 求解平面向量数量积的小题题型结构 （题胚）
已知： 向量 （三角形、 四边形） 的模长 （与

模有关的等式）、 夹角、 点 （动点）、 坐标。
求： 某两个向量的数量积的值 （范围）。
２. 基于关键考查问题的变式

从问题表征角度归纳总结向量数量积考查问题

的题型结构 （题胚）， 并从问题变式角度归纳总结

向量数量积问题的考查本质特点， 目的是归纳解题

的一般方法， 获得解决此类问题的规律。 （１） 条件

变式： 变换平面图形， 恒等式结构， 使得运用数量

积公式时能够准确选择合适的求解公式。 （２） 结论

变式： 根据条件求数量积的值或范围。

【设计意图】 从问题解决的视角进行数学教学，
不应该只是侧重于解决常规的数学问题， 还应该鼓

励学生在给定的情境中提出问题或者通过修改原问

题的条件创设新的问题。

四、 教学反思

学起于思， 思起于疑。 问题既是学生思维的起

点也是学生思维的动力源泉， 既是教学策略也是教

学组织的基本形式。 所以， 教师在理解好教学内

容、 明确好教学目标、 把握好内容本质的基础上，
要提出并设计合适的、 递进式的问题， 引导学生的

展开更深入的思维训练。 基于问题解决的教学设

计， 要明确问题解决与教学设计之间的关联性， 主

要体现在以下四个方面。
（一） 问题解决的关键在问题图式的获取与迁移

基于高考 “考查问题—小问题—具体问题” 的

高中数学问题解决， 问题的提出是前提， 但如何培

养学生提出问题的能力目前依然值得我们深思。 数

学情境是问题解决的场域， 也是问题表征的维度之

一， 所以可以通过对问题表征的转变进而实现问题

的转化， 还可以引导学生学会用数学语言表达数学

问题， 通过问题交流来开展问题解决的过程性数学

活动， 以及通过问题拓展来实现对问题解决的延

续［３］。 我们只有充分了解这些， 才能更好地实施问

题解决的教学设计。 整个流程图大致如下 （如图

１０）。

图 １０

（二） 问题解决教学设计要回答好四个问题

基于高考 “考查问题—小问题—具体问题” 的

高中数学问题解决的教学实施策略， 主要包括教学

原则、 教学模式和教学设计的策略［４］。 而基于问题

解决的教学设计， 需要回答四个问题， 即教学目

标、 教学任务、 教学策略、 教学评价的问题。
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（三） 问题解决习得的内外部条件是有破有立的

问题设计

课堂是教学的主阵地， 做好问题解决的课堂教

学设计， 对于提高教学质量， 促进学生能力素质发

展具有重要意义。 本节课从 “考查问题→小问题→
具体问题” 三个层面组织开展教学活动， 教学设计

需层层推进， 并且要有破有立。 “考查问题” 体现

了对历年平面向量高考试题的研究与再利用， 体现

了整体掌握高考试题考查的难度、 方向的设计思

想， 是高考第二轮复习必不可少的工作。 “小问题”
体现了对高考平面向量试题中考查的思想方法的提

炼与加工， “具体问题” 体现了对平面向量具体知

识点的复习与呈现。 基于高考试题的内容研究， 抽

象出考查的思想方法、 能力维度， 再回到具体知识

点的归纳与复习。
基于问题解决的教学设计， 教师既要关注设计

的问题本身是否符合教学目标， 也要关注问题的生

成是否 “自然”， 还要关注问题的解决过程是否很

好地发展了学生的数学学科核心素养， 所以教师提

出有价值的问题， 目标指向应该是鼓励和培养学生

提出有价值的问题， 最终落实 “四基” “四能”。
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师： 说得非常好。 “我且受用这无边的荷香月

色好了” 似乎是在自我宽慰， 让自己暂时放下现实

生活的束缚、 责任、 烦闷， 从现实生活中抽离出

来。 这里还读出了一种什么意味？
生： 无奈。
生： 还有一种 “我太难了” 的感觉 （生齐笑）。
师： 是的， “我太难了”， 想忘记平日的烦忧又

好像没有忘记， 像是自由的又好像不是， 想暂且受

用这荷香月色， 但又好像难以摆脱现实中的 “不宁

静”。 所以， 他眼里的月下荷塘也多了一种似真似

幻、 亦实亦虚的梦幻色彩， 是吗？
【教学反思】 “今晚” 的荷塘是 “日日走过的

荷塘” 吗？ 当然可以说 “是”， 因为文章第一段就

有明证： “忽然想起日日走过的荷塘……总该另有

一番样子吧。” “今晚” “另有一番样子” 的理由似

乎也一望而知： “在这满月的光里。” 但我们不难发

现 “总该” 二字中蕴含了作者内心的一种期待和渴

望， 而且 “没有月光的晚上……有些怕人”， “今
晚却很好， 虽然月光也还是淡淡的”。 月光 “也”
还是淡淡的， 说明月光和之前一样， 但是 “我”
“今晚” 的感受和心情不一样， 所以 “今晚却很

好”， 没有 “阴森森” “怕人” 的感觉。 可见荷塘

“今晚” 的这番样子是 “今晚” 的 “我” 感受到的

样子， 是 “日日走过的荷塘” 又不同于 “日日走

过的荷塘”， 是属于当晚的朱自清的， 是任何人未

曾见过的， 也是平日的朱自清未曾见过的。 这就是

我们经常说的 “一切景语皆情语” “以我观物， 物

皆着我之色彩”。
散文重在抒发作者独特的感受， 贵在有 “我”。

因此， 品读散文就要体会作者的个人性情、 微妙情

绪和独特感悟。 读写景抒情散文， 如 《荷塘月色》
《故都的秋》 等， 要关注作者笔下的自然景物描写、
欣赏其表现自然景物的角度和艺术手法， 更要关注

作品的言说对象 （荷塘月色、 北平的秋天）， 因为

它们都是作者个人化的言说产物， 是作者特殊情境

中的独特体验， 作者常写的是眼见之景更是心见之

景。 只有在注重散文情感的同时， 关注散文的言说

对象， 才不会脱离散文旨在抒情的文体特点。

参考文献：

［１］ 郑桂华． 从两个句子理解 《荷塘月色》 的两处关键 ［Ｊ］．
语文学习， ２０１１ （１１）： ３５－３６．

（责任编辑： 蒋素利）

万方数据


