
吗？ 请大家仔细研究，尝试还有什么发现？
生 １：我发现 Ｄ ＝ Ｇ ∪ Ｈ，也就是“事件 Ｇ 与 Ｈ至

少有一个发生就是 Ｄ 发生” ．
师：我们称Ｄ是 Ｇ与Ｈ的并，也称Ｄ是 Ｇ与Ｈ的

和，并记作 Ｄ ＝ Ｇ ＋ Ｈ．
生 ２：我发现 Ｇ ＝ Ａ ∩ Ｄ，也就是“事件 Ａ 与 Ｄ 同

时发生就是 Ｇ 发生” ．
师：我们称 Ｇ是 Ａ与 Ｄ的交，也称 Ｇ是 Ａ与 Ｄ的

积，并记作 Ｇ ＝ ＡＤ．
设计意图 　 事件的关系和运算是集合语言刻

画随机事件的后续生成．针对样本点、样本空间、随
机事件及其关系，引导学生类比迁移，通过集合的

“子”“交”“并”，自行研究事件的关系与运算．如此

设计，学生一方面厘清知识间的联系，更重要的是学

会了提出问题，探索研究问题的路径．
２．４　 串珠成线，形成完整知识链条

问题７：同学们，今天我们一起走进了概率世界，
在这里我们更加深刻地认识了随机现象，并完成了

随机现象数学化这一抽象生成，你能用导图的形式

概括回顾今天的学习吗？
设计意图 　 围绕随机事件这一核心概念的生

成，引导学生高处站位，以整体目光审视本课时内

容，拨冗去繁，抽出主线，如此设计可以更好地促进

学生自主审视学习内容，梳理研究路径，为后续学习

奠定基础．
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例谈含参数的函数不等式恒成立
求参数范围问题几种解题策略

∗
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　 　 【摘　 要】 　 含参数的函数不等式恒成立求参数范围问题是近年来高考的重点和热点问题，思维难度高，学生

得分率低，本文试图全面总结此类题型的解题方向和方法，帮助考生有针对性突破解决此类问题的卡点，提高学生

分析和解决函数综合问题的能力，促进学生数学学科核心素养的达成．
【关键词】 　 函数不等式；恒成立；参数范围；解题策略

　 　 近年来，全国高考试题及高考模拟试题中出现

了颇有新意、构思精巧的函数不等式恒成立求参数

范围的综合题，这类题涉及知识面广、综合性强，对
能力要求较高，能较好地考查学生的思维能力，很值

得重视和探究．下面举例说明此类问题的几种解题

策略，供参考．
１　 特值探路

例 １　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ．
（１） 当 ａ ＝ ｅ 时，求曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点（１，ｆ（１））

处的切线与两坐标轴围成的三角形的面积；（２） 若

ｆ（ｘ） ≥ １，求 ａ 的取值范围．
分析 　 特殊值是函数的重要节点，特殊值往往

显得简单、直观、具体，通过特殊值容易探索出所求

参数的具体范围，得到问题的必要条件，再进一步证

明其充分性，问题就可以得到完美解答．
解 　 （１） 略；（２） 将 ｘ 取特殊值 １ 代入不等式

中，不等式应该成立，即 ｆ（１） ≥ １，也即 ａ ＋ ｌｎａ≥１，
令 ｇ（ａ）＝ ａ ＋ ｌｎａ － １．易知函数 ｇ（ａ） 单调递增，ｇ（１）

３２
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＝ ０，所以 ａ≥１．下面证明充分性，当 ａ≥１ 时，ｆ（ｘ） ＝
ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ ≥ ｅｘ－１ － ｌｎｘ ≥ ｘ － ｌｎｘ．令 ｈ（ｘ） ＝

ｘ － ｌｎｘ，则 ｈ′（ｘ） ＝ １ － １
ｘ

＝ ｘ － １
ｘ

．当 ｘ ∈ （０，１） 时，

ｈ′（ｘ） ＜ ０； 当 ｘ ∈ （１， ＋ ∞） 时，ｈ′（ｘ） ＞ ０， 故

ｈ（ｘ） ≥ ｈ（１） ＝ １．所以 ａ 的范围是［１， ＋ ∞） ．
点评 　 利用特殊值探路可以迅速化解题目难

度，快速找到题目的答案（准答案），减轻解题思想

压力，转换解题思维角度，补全充分性证明过程即可

完美收官．一般对数函数可将真数取特值 １，指数函

数的指数可取特值 ０．
２　 分类筛选

例 ２　 设函数 ｆ（ｘ） ＝ ａｘ ＋ ｃｏｓｘ，ｘ ∈ ［０，π］ ．
（１） 讨论 ｆ（ｘ） 的单调性；
（２） 设 ｆ（ｘ） ≤ １ ＋ ｓｉｎｘ，求 ａ 的取值范围．
分析 　 当问题所给的对象不能统一研究时，就

要将研究对象按照相同点和不同点，按照某一标准

分成不同种类逐一进行研究，最后综合得解，即先对

明显成立的部分进行证明，再对不成立的部分举反

例，说明不恒成立，从而筛选出所求参数的范围．
解 　 （１） 略；（２） 由 ｆ（ｘ） ≤ １ ＋ ｓｉｎｘ得 ｆ（π） ≤

１，ａπ － １ ≤ １， 所以 ａ ≤ ２
π
． 令 ｇ（ｘ） ＝ ｓｉｎｘ －

２
π
ｘ ０ ≤ ｘ ≤ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则 ｇ′（ｘ） ＝ ｃｏｓｘ － ２

π
．

当 ｘ ∈ ０，ａｒｃｃｏｓ ２
π

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，ｇ′（ｘ） ＞ ０， 当 ｘ ∈

ａｒｃｃｏｓ ２
π
，π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，ｇ′（ｘ） ＜ ０．又 ｇ（０） ＝ ｇ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

所以 ｇ（ｘ） ≥ ０，即 ２
π
ｘ ≤ ｓｉｎｘ ０ ≤ ｘ ≤ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

当 ａ ≤ ２
π

时，有 ｆ（ｘ） ≤ ２
π
ｘ ＋ ｃｏｓｘ．

（ⅰ） 当 ０≤ ｘ≤ π
２

时， ２
π
ｘ≤ｓｉｎｘ，ｃｏｓｘ≤１，所

以 ｆ（ｘ） ≤ １ ＋ ｓｉｎｘ；（ⅱ） 当
π
２

≤ ｘ ≤ π 时，ｆ（ｘ） ≤

２
π
ｘ ＋ ｃｏｓｘ ＝ １ ＋ ２

π
ｘ － π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｓｉｎ ｘ － π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ １ ＋

ｓｉｎｘ．综上，ａ 的取值范围是 － ∞， ２
π

æ

è
ç

ù

û
úú ．

点评 　 含参数函数不等式恒成立求参数范围

问题可以利用逐段筛选讨论法求解，对参数按照重

要节点进行分类，在每一类中证明不等式成立或举

反例说明不成立，最后得解，体现了化整为零的思想

和归类整理的思想．
３　 分离参数

例 ３　 同例 ２（２） ．
分析 　 含参数函数不等式恒成立求参数范围

问题如果参数和变量容易分离，则可以先分离参数，
将不等式恒成立问题转化为最值（或上、下界） 问题

求解，从而只需构造函数求最值即可．
解 　 ｆ（ｘ） ≤ １ ＋ ｓｉｎｘ 即 ａｘ ＋ ｃｏｓｘ ≤ １ ＋

ｓｉｎｘ（∗），当 ｘ ＝ ０时，对 ａ∈Ｒ不等式（∗） 恒成立；
当 ０ ＜ ｘ ≤ π 时， 不等式 （ ﹡ ） 可 化 为 ａ ≤
１ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ

ｘ
．构造函数 ｇ（ｘ） ＝ １ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ

ｘ
，则

ｇ′（ｘ） ＝ （ｓｉｎｘ ＋ ｃｏｓｘ）ｘ － （１ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ）
ｘ２ ，构造函

数 ｈ（ｘ） ＝ （ｓｉｎｘ ＋ ｃｏｓｘ）ｘ － （１ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ），则

ｈ′（ｘ） ＝ （ｃｏｓｘ － ｓｉｎｘ）ｘ．当 ０ ＜ ｘ≤ π
４

时，ｈ′（ｘ） ≥０，

当
π
４

≤ ｘ ≤ π 时，ｈ′（ｘ） ≤ ０， 故 ｈ（ｘ） 在区间

０，π
４

æ

è
ç

ù

û
úú 上递增， 在区间

π
４
，πé

ë
êê

ù

û
úú 上递减， 又因为

ｈ π
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２π

４
－ １ ＞ ０，ｈ（π） ＝ － π － ２ ＜ ０，所以存

在 ｘ０ ∈
π
４
，πæ

è
ç

ö

ø
÷ ，使得 ｈ（ｘ０）＝ ０．故当 ｘ∈（０，ｘ０］ 时，

ｈ（ｘ） ≥０，当 ｘ∈［ｘ０，π］ 时，ｈ（ｘ） ≤０，故当 ｘ∈（０，
ｘ０］ 时，ｇ′（ｘ） ≥ ０，当 ｘ ∈ ［ｘ０，π］ 时，ｇ′（ｘ） ≤ ０，即
ｇ（ｘ） 在（０，ｘ０］ 上单调递增，在［ｘ０，π］ 上单调递减．

又因为 ｌｉｍ
ｘ→０ ＋

ｇ（ｘ） ＝ ｌｉｍ
ｘ→０ ＋

（１ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ） ′
ｘ′

＝ １，

ｇ（π） ＝ ２
π
，因为 １ ＞ ２

π
，故当 ｘ ＝ π 时，ｇ（ｘ）ｍｉｎ ＝

２
π
，

要使不等式 ａ ≤１ ＋ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ
ｘ

在 ｘ ∈ （０，π］ 上恒

成立，只需 ａ ≤ ２
π
．综上 ａ 的范围是 － ∞， ２

π
æ

è
ç

ù

û
úú ．

点评 　 不等式恒成立求参数范围问题，只要容

易实现参变分离，就可以很容易转化为最值（或上、
下界） 问题求解，但在求最值（或上、下界） 时常常要

用到洛必达法则．
４　 构造函数

例 ４　 同例 １（２） ．
分析 　 根据解析式的特点，将不等式两边凑成

４２
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一致的形式，运用函数与方程的思想实现问题的转

化，构造新函数，利用新函数的单调性，将函数值的

大小比较转化为自变量大小的比较．
解 　 ｆ（ｘ） ≥１等价于 ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ － １≥０，

即 ｅｌｎａ＋ｘ－１ ＋ ｌｎａ － １≥ ｌｎｘ，两边同时加 ｘ，得 ｅｌｎａ＋ｘ－１ ＋
ｌｎａ － １ ＋ ｘ ≥ ｌｎｘ ＋ ｘ ＝ ｅｌｎｘ ＋ ｌｎｘ．令 Ｆ（ ｔ） ＝ ｅｔ ＋ ｔ，显
然 Ｆ（ ｔ） 在（０， ＋ ∞） 上单调递增，则不等式等价于

Ｆ（ｌｎａ ＋ ｘ － １） ≥ Ｆ（ｌｎｘ），等价于 ｌｎａ ＋ ｘ － １≥ ｌｎｘ，
即 ｌｎａ ≥ ｌｎｘ － ｘ ＋ １．令 ｇ（ｘ） ＝ ｌｎｘ － ｘ ＋ １，则 ｇ′（ｘ）

＝ １ － ｘ
ｘ

．当 ｘ∈（０，１） 时，ｇ（ｘ） 单调递增，当 ｘ∈（１，

＋ ∞） 时，ｇ（ｘ） 单调递减．故 ｇ（ｘ）ｍａｘ ＝ ｇ（１） ＝ ０，所以

ｌｎａ ≥ ０，解得 ａ ≥ １．
点评 　 在含参数函数不等式恒成立求参数范

围问题中，将不等式两边转化成同构式，根据同构式

构造新函数，利用新函数单调性进一步转化问题，使
得问题得到降维求解，此法虽然有一定难度，但能够

发现命题人的命题路径及数学问题的本质．
５　 虚设零点

例 ５　 同例 １（２） ．
分析 　 设而不求是解析几何处理问题基本思

想，在含参数的函数不等式恒成立求参数范围时，当
导函数的零点确实存在，但求不出来时，就可以虚设

零点．利用整体代换思想促成问题解决．
解 　 ｆ（ｘ） ≥ １ 的必要条件是 ｆ（１） ≥ １，即 ａ ＋

ｌｎａ ≥ １，也即 ｇ（ａ） ＝ ａ ＋ ｌｎａ － １ ≥ ０．易知 ｇ（ａ） 单

调递增，ｇ（１） ＝ ０，所以 ａ ≥ １．ｆ（ｘ） ≥ １，即 ａｅｘ－１ －
ｌｎｘ ＋ ｌｎａ － １ ≥ ０．令 ｇ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ － １，则

ｇ′（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － １
ｘ
，显然 ｇ′（ｘ） 在（０， ＋ ∞） 上单调递

增，且 ｇ′（１） ＝ ａ － １ ＞ ０，ｇ′ １
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ａｅ

１
ａ －１ － ａ ＝

ａ ｅ
１
ａ －１ － １( ) ＜ ０，故 ∃ｘ０ ∈ １

ａ
，１æ

è
ç

ö

ø
÷ ，使得 ｇ′（ｘ０） ＝

０，即 ａｅｘ０－１ ＝ １
ｘ０
．所以函数 ｇ（ｘ） 在（０，ｘ０） 上单调递

减，在（ｘ０， ＋ ∞） 上单调递增．故 ｇ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｇ（ｘ０） ＝

ａｅｘ０－１ － ｌｎｘ０ ＋ ｌｎａ － １ ＝ １
ｘ０

－ ｌｎｘ０ ＋ ｌｎａ － １ ＝ １
ｘ０

＋

ｌｎ １
ｘ０

＋ ｌｎａ － １．因为 ｘ ＋ ｌｎｘ － １ ≥ ０，ｌｎａ ≥ ０，所以

ｇ（ｘ） ≥ ０．即当 ａ ≥ １ 时，ｆ（ｘ） ≥ １．所以 ａ 的范围是

［１， ＋ ∞） ．

　 　 点评 　 虚设零点体现设而不求思想，是解决导

数问题常用方法，当导数的零点存在但不易求出的

时候，就可以虚设零点，回代到原函数解析式中求

值，确定函数值的符号．
６　 数形结合

例 ６　 同例 ２（２） ．

图 １

分析 　 将原不等式

适当变形得到 ｇ（ｘ） ≤
ｈ（ｘ） 恒成立形式，借助

导数的工具， 分别研究

两个函数的性质， 再分

别画出两函数图象， 根

据图象能直观得到参数

范围．
解 　 ｆ（ｘ） ≤１ ＋ ｓｉｎｘ即 ａｘ ＋ ｃｏｓｘ≤１ ＋ ｓｉｎｘ，可

化为 ａｘ － １ ≤ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ，构造函 ｇ（ｘ） ＝ ａｘ － １，
ｈ（ｘ） ＝ ｓｉｎｘ － ｃｏｓｘ，ｘ∈［０，π］，画出函数 ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）
图象如图 １， ｇ（ｘ） 图象是过（０， － １） 点的直线，

ｈ（ｘ） 的图象也过（０， － １） 点，在 ０，３π
４

é

ë
êê

ù

û
úú 上为增函

数，在 ３π
４

，πé

ë
êê

ù

û
úú 上为减函数，要使 ａｘ － １ ≤ ｓｉｎｘ －

ｃｏｓｘ 在［０，π］ 上恒成立，只需 ｘ∈［０，π］ 时 ｇ（ｘ） 图

象在 ｈ（ｘ） 图象下方，由图象知 ａ≤ ２
π

时不等式恒成

立，即 ａ 的范围是 － ∞， ２
π

æ

è
ç

ù

û
úú ．

点评 　 数学是研究数量关系和空间形式的科

学，“数” 让“形” 更精确，“形” 让“数” 更直观，二者

“比翼双飞”，共同促进数学发展［１］ ．本解法通过挖掘

数学式子背后形的特征，以形助数，是解决数学问题

的常用方法．
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