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  摘  要 ：从培养数学抽象核心素养的角度出发设计“裂项法”教学 ，需要教师在了解学生的认知规律的基

础上 ，结合学生的最近发展区 ，创设问题情境 ，引领学生感知“裂项”背景 ，从数列和函数的角度抽象出“裂项”

特征 ，进而概括出“裂项”公式 ，培养和发展学生数学核心素养 ．
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  数学抽象是数学的基本思想 ，是数学的本质特

征的一种反应 ，也是形成数学学科理性思维的基础 ，

数学抽象贯穿于概念公式的产生 、发展 、应用的过程

中 ．
[１]如何在数学教学过程中培养学生的数学抽象

核心素养呢 ？这需要教师把握问题的数学本质 ，结

合数学抽象的特点 ，创设有序多级的问题情境引导

学生主动思考 ，逐步提高抽象概括能力 ，积累从具体

到抽象的基本活动经验 ，形成良好的思考问题的习

惯 ，灵活运用数学抽象的思维方式思考新问题 、解决

新问题 ．下面以“裂项法”教学为例 ，探究如何培养和

发展学生的数学抽象核心素养 ．

引例  （人教 A版数学必修５第４７页习题２ ．３B
第 ４题）数列

１

n（n ＋ １）
的前 n项和 Sn ＝

１

１ × ２
＋

１

２ × ３
＋

１

３ × ４
＋ ⋯ ＋

１

n × （n ＋ １）
，研究一下 ，能否找

到 Sn 的一个公式 ．你能对这个问题作一些推广吗 ？

对于这个问题 ，多数教师采用如下解法 ：

解  数列
１

n（n ＋ １）
的通项公式 an ＝

１

n（n ＋ １）
＝

１

n －
１

n ＋ １
，所以 Sn ＝

１

１
－

１

２
＋

１

２
－

１

３
＋

１

３
－

１

４
＋ ⋯ ＋

１

n －
１

n ＋ １
＝ １ －

１

n ＋ １
＝

n
n ＋ １

．

an ＝
１

n（n ＋ １）
＝

１

n －
１

n ＋ １
这个变形是如何想

到的 ？有的教师认为这是经验 ，有些教师则停留在

式子的形变上 ，这都无法回答“如何想到的”这一问

题 ．通过分析可以发现 ，本题需要解决以下两个问

题 ：首先是如何想到“裂项” ，其次是如何想到可以裂

成
１

n －
１

（n ＋ １）
．

那么裂项法求和的思维起点是什么 ？教师要如

何创设问题情境来让学生自然地接受这一裂项求和

的过程呢 ？

1  数学情境 ，感知“裂项”背景

情境 １  若已知数列｛an｝的前 n项和 Sn ，那么

数列｛an｝的通项 an （n ＞ １）与数列｛Sn｝的通项之间

存在什么样的联系 ？

师生活动 ：若已知数列｛an｝的前 n项和 Sn ，那

么 an ＝
S１ （n ＝ １） ，

Sn － Sn －１ （n ≥ １） ，
由此我们可以知道 ，数

列｛an｝的通项 an （n ＞ １）可以“裂成”数列｛Sn｝前

后两项之差的形式 ．

情境 ２  等差数列｛an｝的首项为 a１ ，公差为 d ，

令 bn ＝ d ，那么数列｛bn｝的每一项 d与数列｛an｝的

通项 an 之间存在什么样的联系 ？数列｛bn｝的前 n
项和能否用等差数列｛an｝的项表示 ？

师生活动 ：（１）根据等差数列的定义 ，可得 d ＝

an － an －１ ，则数列｛bn｝的每一项 d可以“裂成”数列

通项｛an｝前后两项之差的形式 ：d ＝ a２ － a１ ，d ＝

a３ － a２ ，⋯ ，d ＝ an＋ １ － an ．

（２）数列｛bn｝的前 n项和 T n ＝ nd ＝ （a２ － a１ ） ＋
（a３ － a２ ） ＋ （a４ － a３ ） ＋ ⋯ ＋ （an＋ １ － an ） ＝ an＋ １ － a１ ．

评析 ：数学抽象的过程必须遵循循序渐进的原

则 ，要明晰学生的认知结构和最近发展区 ，可以确定

等差数列的公差 、通项等相关概念 ，以及任意数列

｛an｝的通项与其前 n项和 Sn 之间的关系是“裂项

法”抽象的原型 ．教学应当引导学生在抽象原型的

基础上进行数学抽象 ，从而获得裂项的本质特征 ．
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2  数学探究 ，抽象“裂项”特征

提高裂项本质特征出现的频率 ，从而引起学生

对“升幂裂项”和“构造函数裂项”这一特征的关注 ，

使这一特征独立于任何问题情境 ，并且每一次特征

的出现都具有一种优势联结 ．

问题 1  已知数列｛an｝的前 n项和为 Sn ，且

Sn ＝ ２n ，你能求出 an 吗 ？你能把数列｛an｝裂成新

数列｛bn｝的前后两项之差吗 ？ 你能从函数的角度

予以解释吗 ？

师生活动 ：因为数列｛an｝的前 n项和为 Sn ，Sn ＝

２n ，当 n ＝ １时 ，代入可得 S１ ＝ a１ ＝ ２ ，而由 an ＝ Sn －

Sn －１ ，代入可得 an ＝ ２n － ２（n － １） ＝ ２ ，当 n ＝ １时上
式也成立 ．综上可知 ，an ＝ ２ ．如果我们变换角度观

察 ，可以发现 ２ ＝ ２n － ２（n － １） ．

从数列角度看 ，常数列｛an｝的每一项“２”都可

以裂成新数列｛２（n － １）｝的前后两项之差 ，令 bn ＝

２（n － １） ，则 an ＝ ２ ＝ bn＋ １ － bn ．

数列是特殊的函数 ，从函数的观点看 ，令 f （x ） ＝
２（x － １） ，则 an ＝ ２ ＝ f （n ＋ １） － f （n） ，即｛an｝的每

一项“２”都可以裂成一次函数 f （x ） ＝ ２（x － １）的两

个函数值 f （n ＋ １）与 f （n）的差 ．

问题 2  已知数列｛an｝的前 n项和为 Sn ，且

Sn ＝ n２

＋ ２n ，你能求出 an 吗 ？你能把数列｛an｝裂

成新数列｛bn｝的前后两项之差吗 ？ 你能从函数的

角度予以解释吗 ？

师生活动 ：因为数列｛an｝的前 n项和为 Sn ，Sn ＝

n２

＋ ２n ，当 n ＝ １时 ，代入可得 S１ ＝ a１ ＝ １
２

＋ ２ ＝ ３ ，

an ＝ Sn － Sn －１ ＝ n２

＋ ２n － （n － １）
２

＋ ２（n － １） ＝

２n ＋ １ ，当 n ＝ １时上式也成立 ．综上 ，可知 an ＝ ２n ＋
１ ，如果我们变换角度观察 ，可以发现 ：２n ＋ １ ＝ n２

＋

２n － （n － １）
２

＋ ２（n － １） ．

从数列角度看 ，｛an｝的每一项“２n ＋ １”都可以

裂成新数列｛（n － １）
２

＋ ２（n － １）｝的前后两项之差 ，

令 bn ＝ （n － １）
２

＋ ２（n － １） ，则 an ＝ ２n ＋ １ ＝

bn＋ １ － bn ．

从函数的观点看 ，令 f （x ） ＝ （x － １）
２

＋ ２（x －

１） ＝ x ２

－ １ ，则 an ＝ ２n ＋ １ ＝ f （n ＋ １） － f （n） ，即

｛an｝的每一项“２n ＋ １”都可以裂成二次函数 f （x） ＝
x ２

－ １的两个函数值 f （n ＋ １）与 f （n）的差 ．

问题 3  已知数列｛an｝的前 n项和 Sn ＝ ２
n＋ １

－

２ ，你能求出 an 吗 ？ 你能把数列｛an｝ 裂成新数列

｛bn｝的前后两项之差吗 ？ 你能从函数的角度予以

解释吗 ？

师生活动 ：因为 an ＝ S n － Sn －１ （n ≥ ２ ，n ∈ N *
） ，

所以 an ＝ （２
n＋ １

－ ２） － （２
n
－ ２） ＝ ２

n
．检验当 n ＝ １时 ，

a１ ＝ S１ ＝ ２ ，故 an ＝ ２
n
．

如果我们变换角度观察 ，可以发现 ２
n
＝ （２

n＋ １
－

２） － （２
n
－ ２） ，简化得 ２

n
＝ ２

n＋ １
－ ２

n
，从数列角度看 ，

｛an｝的每一项“２
n
”都可以裂成新数列｛２

n
｝的前后

两项之差 ，令 bn ＝ ２
n
，则 an ＝ ２

n
＝ bn＋ １ － bn ．

从函数的观点看 ，令 f （x ） ＝ ２
x
，则 an ＝ ２

n
＝

f （n ＋ １） － f （n） ，即｛an｝的每一项“２
n
”都可以裂成

指数型函数 f （x ） ＝ ２
x 的两个函数值 f （n ＋ １）与

f （n）的差 ．

评析 ：能否从“裂项法”抽象物的原型中发现并

抽取裂项法的本质属性 ，是教师能否培养和提高学

生数学抽象核心素养的关键 ．我们可以采用突出“特

征”法 ，提高“特征”出现次数 ，通过对问题情境的变

化 ，让学生发现变化的背景中不变的东西 ，就是我们

要抽象的“特征” ．

3  数学体悟 ，概括“裂项”公式

运用数学符号表征指导裂项法的教学 ，引导学

生将裂项的本质属性转化为公式的形式 ．

从特殊到一般的抽象概括 ，把裂项的本质特征

升幂裂项和构造函数裂项 ，一步一步抽象出来 ．

我们可以把常见的数列｛an｝裂成新数列｛bn｝

的前后两项之差 ，并且从函数的角度予以解释 ．

结论 １  数列角度 ：A ＝ A n － A （n － １） ，A ＝

（A n ＋ B） － [A （n － １） ＋ B] ，bn ＝ A （n － １） ＋ B ．

函数的观点 ：令 f （x ） ＝ A （x － １）或 f （x ） ＝

A （x － １） ＋ B ，则 A ＝ f （n ＋ １） － f （n） ，bn ＝ f （n） ．

结论 ２  数列角度 ：A n ＋ B ＝ kn２

＋ tn － [k（n －

１）
２

＋ t（n － １）] ，bn ＝ k（n － １）
２

＋ t（n － １） ，其中 k ＝
A
２

，t ＝ B －
A
２

．

函数的观点 ：令 f （x ）＝ k（n － １）
２

＋ t（n － １） ，则

A n ＋ B ＝ f （n ＋ １） － f （n） ，bn ＝ f （n） ．

师生活动 ：因为 An ＋ B ＝ kn２ ＋ tn － [k（n －１）
２

＋

t（n － １）] ＝ ２kn ＋ t － k ，A ＝ ２k ，B ＝ t － k ，则 k ＝ A
２

，

t ＝ B －
A
２

．

结论３  数列角度 ：① ２
n
＝ ２

n＋ １
－ ２

n
（n ≥ １ ，n ∈

N *
） ；② qn

＝
１

q － １
· qn＋ １

－
１

q － １
· qn

，其中 bn ＝

１

q － １
· qn

．

函数的观点 ：令 f （x ） ＝
１

q － １
· qx

，则 qn
＝

f （n ＋ １） － f （n） ，bn ＝ f （n） ．

师生活动 ：猜想 qn
＝ qn＋ １

－ qn
（n ≥ １ ，n ∈ N*

） ，
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验证发现 qn＋ １
－ qn

＝ （q － １）qn
，所以 qn

＝

１

q － １
（qn＋ １

－ qn
） ＝

１

q － １
· qn＋ １

－
１

q － １
· qn

．

评析 ：将数列纳入函数体系中 ，从函数的角度研

究数列 ，充分体现了新课标所倡导的大背景大框架

大思路的研究方法 ，用数学符号表达是数学抽象的

重要环节 ，能够提高学生用数学的语言表达世界的

能力 ．从具体的问题情境中抽象出了裂项的思路和

方法 ，并用数学符号（公式）予以表示 ，在这一过程

中 ，学生累积了从具体背景中抽象出数学概念的活

动经验 ．从结论１ ～ ３我们发现可以通过升幂进行裂

项 ，可以通过一次函数 、二次函数 、指数型函数构造

新数列 ，提炼出了解决一类裂项问题的基本方法 ，同

时理解了裂项所蕴含的数学思想 ：升幂裂项和构造

函数裂项 ．根据满意原则可以认为学生达到数学抽

象素养水平二的要求 ．

4  数学内化 ，辨析“裂项”内涵

新的概念获得后学生掌握得还不牢固 ，需要创

设新的问题情境强化概念 ，使其认知结构能够同化

或顺应升幂裂项和构造函数裂项 ．

问题 4  已知数列 ｛an｝ ，通项公式 an ＝

１

n（n ＋ １）
，你能把数列｛an｝裂成新数列｛bn｝的前后

两项之差吗 ？ 你能通过新数列｛bn｝求出数列｛an｝

的前 n项和 Sn 吗 ？

师生活动 ：从函数观点出发 ，能不能找到一个函

数 f （x ） ，使得 an ＝ f （n ＋ １） － f （n）呢 ？前面我们

用次函数 、二次函数 、指数型函数构造出了新数列 ，

观察｛an｝的特征并进行猜想 ：能不能用反比例函数

f （x ） ＝
１

x 进行构造 ？ 通过计算发现 f （n ＋ １） －

f （n） ＝
１

n ＋ １
－

１

n ＝
－ １

n（n ＋ １）
，令 f （x ） ＝ －

１

x ，则

f （n ＋ １） － f （n） ＝ －
１

n ＋ １
＋

１

n ＝
１

n（n ＋ １）
＝ an ，令

bn ＝ －
１

n ，则 an ＝ bn＋ １ － bn ．

于是 S n ＝ ∑
n

i ＝ １

ai ＝ （b２ － b１ ） ＋ （b３ － b２ ） ＋ ⋯ ＋

（bn － bn －１ ） ＋ （bn＋ １ － bn ） ＝ bn＋ １ － b１ ＝ －
１

n ＋ １
－

（－ １） ＝
n

n ＋ １
．

结论４  已知 f （x ）＝ －
１

x ，若令 an ＝
１

k [ f （n ＋

k） － f （n）] ，则可以构造出新的可裂项数列｛an｝ ．

问题5  设数列｛an｝满足 a１ ＝ １ ，an ＝ ２
n
· （２n －

１） ，求数列｛an｝的前 n项和 Sn ．

证明 ：an ＝ Sn － Sn －１ ＝ ２
n
· （２n － １） ．

猜想 ：Sn － Sn －１ ＝ （２n － １）· ２
n
＝ （A n２

＋ Bn ＋

C）２n＋１
－ [A（n －１）

２

＋ B（n －１）＋ C]２n
＝ （An２ ＋ Bn ＋

C）２n＋ １
－ [A （n － １）

２

＋ B（n － １） ＋ C]２n
＝ [A n２

＋

（２A ＋ B）n ＋ C ＋ B － A ]２
n
，A ＝ ０ ，B ＝ ２ ，C ＝ －３ ．

an ＝ （２n － ３）２
n＋ １

－ [２（n － １） － ３]２
n
，令 bn ＝

[２（n － １） － ３]２
n
，则 Sn ＝ （b２ － b１ ） ＋ （b３ － b２ ） ＋

（b４ － a３ ） ＋ ⋯ ＋ （bn＋ １ － bn ） ＝ bn＋ １ － b１ ＝ （２n －

３）２
n＋ １

＋ ６ ．

结论５  （pn＋ q）· Cn
＝ （An＋ B）Cn＋１

－ [A （n －

１） ＋ B]Cn
＝ [（AC － A ）n ＋ BC ＋ A － B]Cn

，其中

AC － A ＝ p ，BC ＋ A － C ＝ q ．

评析 ：如果学生能够在新的问题情境中理解升

幂裂项和构造函数裂项结论的一般性 ，能够针对问

题 an ＝
１

n（n ＋ １）
，运用构造函数 f （x ） ＝ －

１

x 裂项 ，

能够针对问题 an ＝ ２
n
· （２n － １） ，创造数学方法 an ＝

（２n － ３）２
n＋ １

－ [２（n － １） － ３]２
n 裂项 ．根据加分原

则 ，可以认为学生达到数学抽象素养水平三的要求 ．

5  数学应用 ，深化“裂项”应用

通过应用不断提升学生的数学抽象能力 ，可以

锻炼学生综合运用数学知识分析问题 、解决问题的

能力 ，培养和发展数学核心素养 ．

问题 6  求数列 n３

· ２
n 的前 n项和 ．

解析  由 n３

· ２
n
＝ [A （n ＋ １）

３

＋ B（n ＋ １）
２

＋

C（n ＋ １） ＋ D] · ２
n＋ １

－ （A n３

＋ Bn２

＋ Cn ＋ D） ·

２
n
＝ [A n３

＋ （６A ＋ B）n２

＋ （６A ＋ ４B ＋ C）n ＋ ２A ＋

２B ＋ ２C ＋ D] · ２
n
， 比 较 系 数 得

A ＝ １ ，

６A ＋ B ＝ ０ ，

６A ＋ ４B ＋ C ＝ ０ ，

２A ＋ ２B ＋ ２C ＋ D ＝ ０ ，

解得

A ＝ １ ，

B ＝ －６ ，

C ＝ １８ ，

D ＝ －２６ ，

即 n３ · ２n
＝

[（n ＋ １）
３

－ ６（n ＋ １）
２

＋ １８（n ＋ １） － ２６] · ２
n＋ １

－

（n３

－ ６n２

＋ １８n － ２６）·２
n
．所以数列｛n３

· ２
n
｝的前 n

项和 T n ＝ [（n ＋ １）
３

－ ６（n ＋ １）
２

＋ １８（n ＋ １） － ２６]·

２
n＋ １

－ （１
３

－ ６ × １
２

＋ １８ × １ － ２６）· ２
１

＝ （n３

－ ３n２

＋

９n － １３） · ２
n＋ １

＋ ２６ ．

通过运用裂项相消法 ，能够轻松解决这类数列
求和问题 ，避开了利用错位相减法求和的复杂计算 ，

显得思路清晰明了 ．

问题 7  已知数列｛an｝的通项公式为 an ＝ n３
，

求其前 n项和 Sn ．

利用常规的数列前 n项和的求和方法无法奏
效 ，但是利用升幂裂项的思想 ，可以轻松化解难题 ．

（下转第 ６１页）
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3 ．4  教材编写应注重策略模型的具象性与操
作性

Sfard提出 ，许多代数中的概念既表现为一

种过程操作 ，又表现为对象 、结构 ．概念的形成往

往要从操作过程开始 ，再转变为对象的认知 ．
[１９]

这就是说 ，初学概念时 ，要将概念转变为可以操作

的“实体” ，学生才能理解概念的本质 ．所有策略中

只有筹码分析策略将负数转化为可以操作的实

体 ，一个黄筹码代表 １ ，一个红筹码代表 － １ ，而表

示运算符号的“ － ”则表示“移出” ，这让学生很好

地区分运算符号和性质符号 ．因此 ，建议我国初中

数学教材引入筹码模型 ，让学生在操作中理解四

则运算的本质 ．
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  解  设 an ＝ （A n４

＋ Bn３

＋ Cn３

＋ Dn） － [A （n －

１）
４

＋ B（n － １）
３

＋ C（n － １）
２

＋ D（n － １）]＝ A （４n３

－

６n２

＋ ４n － １） ＋ B（３n２

－ ３n ＋ １） ＋ C（２n － １） ＋ D ＝

４An３

＋ （－ ６A ＋ ３B）n２

＋ （４A － ３B ＋ ２C）n ＋ （－ A ＋

B － C ＋ D） ＝ n３
， 通 过 比 较 系 数 得

４A ＝ １

－ ６A ＋ ３B ＝ ０ ，

４A － ３B ＋ ２C ＝ ０ ，

－ A ＋ B － C ＋ D ＝ ０ ，

解得 A ＝
１

４
，B ＝

１

２
，C ＝

１

４
，D ＝ ０ ，所以 an ＝

１

４
n４

＋
１

２
n３

＋
１

４
n２

－

１

４
（n － １）

４

＋
１

２
（n － １）

３

＋
１

４
（n － １）

２
＝

n（n ＋ １）

２

２

－
（n － １）n

２

２

，所以 Sn ＝
１ × ２

２

２

＋

２ × ３

２

２

－
１ × ２

２

２

＋
３ × ４

２
－

２ × ３

２

２

＋ ⋯ ＋

n（n ＋ １）

２

２

－
（n － １）n

２

２

＝
n（n ＋ １）

２

２

．

数学抽象核心素养培养的五个环节是创设情
境 ，感知“裂项”背景 ；数学探究 ，抽象“裂项”特征 ；数
学体悟 ，概括“裂项”公式 ；数学内化 ，辨析“裂项”内
涵 ；数学应用 ，深化“裂项”应用 ．这五个环节 ，环环相
扣构建了一个完整的抽象体系 ，对培养和发展学生
数学核心素养具有一定的实践指导意义 ．
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