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映了学生灵活运用所学知识解决问题的能力．这就

要求高中的教学也应随之发生变化，回归到数学的

本质上来，激发学生的好奇心与求索心理，让学生体

会到数学的有用、有趣，懂得数学为什么学［５］，通过

激发学生的内动力提高其数学素养，真正实现这一

轮高考改革的目标，进一步为国家培养和选拔高素

质人才．
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回 顾 与 展 望
∗

———以高考数学全国卷中“函数与不等式”的内容为例

北京丰台二中　 　 １０００７１　 　 甘志国

　 　 【摘　 要】 　 高三数学复习备考，涉及“函数与不等式”的复习内容很多，为了高效复习备考，文章从回顾 ２０２１
年高考数学试卷（仅限于使用广泛的 ６ 套全国卷）中“函数与不等式”内容的试题入手，结合课程标准分析其规律，
进而展望 ２０２２ 年高考数学试卷（全国卷）中“函数与不等式”内容试题的特点．

【关键词】 　 函数与不等式；导数；函数的单调性；高三数学；展望

　 　 函数是整个高中数学的一条主线，函数与不等

式又紧密相连，因而“函数与不等式” 是高三数学复

习的重要内容之一．
考生要熟练掌握函数（特别是幂函数、指数函

数、对数函数等基本初等函数及三次函数） 的概念、
基本性质（包括定义域、值域、单调性、奇偶性与图

象），了解其他性质（包括连续性、周期性、对称性、
有界性、可导性、凹凸性、极值与最值等） ．函数最重

要的性质是单调性，若求出了一个函数的所有单调

区间，就可画出该函数的图象，进而可得到该函数的

极值、最值、值域等性质．
２０２１年高考数学试卷共１０套，其中全国卷６套：

甲卷（云南、广西、贵州、四川、西藏使用） 文科、甲卷

理科、乙卷（河南、山西、江西、安徽、甘肃、青海、内蒙

古、黑龙江、吉林、宁夏、新疆、陕西使用） 文科、乙卷

理科、新高考卷 １（山东、广东、福建、江苏、湖南、湖
北、河北使用）、新高考卷 ２（海南、重庆、辽宁使用）；
地方自主命题卷 ４ 套：北京、天津、上海、浙江．

涉及“函数与不等式” 的复习内容很多，为了高

效复习备考，本文将从回顾 ２０２１ 年高考数学试卷

（仅限于使用广泛的 ６ 套全国卷） 中“函数与不等

式” 内容的试题入手，结合教育部制定的《普通高中

课程标准（２０１７ 年版 ２０２０ 年修订）》 ［１］ 分析其规律，
进而展望２０２２年高考数学试卷（全国卷） 中“函数与

不等式” 内容试题的特点．文章内容仅代表个人观

点，谨供读者参考．
１　 回顾 ２０２１年高考数学试卷（全国卷） 中“函数与

不等式” 内容的试题

２３
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表 １　 ２０２１ 年高考数学试卷（全国卷） 中“函数与不等式” 内容的试题

主题 次主题 必备知识 ２０２１ 年高考数学试卷（全国卷） 中的相应试题

函
数
︵
不
包
括
三
角
函
数
︶

１．函数的概

念与性质

２． 幂函数、
指数 函 数、
对数函数

３．函数的应

用

４．不等式

（１） 函数概念：（ⅰ） 函

数的要素（定义域、 对

应关系、 值域）； （ⅱ）
函数的表示法（如图象

法、 列 表 法、 解 析 法

等）；（ⅲ） 分段函数

甲卷文科第 ６ 题即理科第 ４ 题（表示法，数学文化试题），新高考卷 １ 第 ７ 题

（由函数图象求参数的取值范围），新高考卷 ２ 第 １４ 题（表示法），甲卷第

２３（１） 题（画函数图象），甲卷第 ２３（２） 题（由函数图象的平移求参数的取

值范围），乙卷第 ２３（１） 题（解绝对值不等式），乙卷第 ２３（２） 题（由绝对值

的几何意义求解恒成立问题）（甲卷、乙卷第 ２３ 题文科与理科均同题且均

涉及绝对值，其本质是分段函数，是“选修 ４⁃５：不等式选讲” 的选考题）

（２） 函数性质：（ⅰ） 函

数的单 调 性 与 最 值；
（ⅱ） 函数的奇偶性

甲卷文科第 ４题（单调性），乙卷文科第 ８题（最值），乙卷文科第 ９题即理科

第 ４ 题（奇偶性），新高考卷 １ 第 １３ 题（奇偶性），新高考卷 ２ 第 ８ 题（奇偶

性），新高考卷 ２ 第 １４ 题（奇偶性），甲卷文科第 １２ 题及理科第 １２ 题（奇偶

性、对称性（其特殊情形是奇偶性）、周期性的综合应用，详见后文题 ６）

（１） 幂函数 甲卷文科第 ４ 题，新高考卷 １ 第 １３ 题，甲卷理科第 ２１ 题，乙卷文科第 ２１ 题

（２） 指数函数
甲卷文科第 ４ 题，乙卷文科第 ８ 题，新高考卷 １ 第 ７ 题，新高考卷 １ 第 １３ 题，
新高考卷 ２ 第 １６ 题，甲卷理科第 ２１ 题，新高考卷 ２ 第 ２２ 题

（３） 对数函数
新高考卷 ２第 ７题，乙卷文科第 ８题，新高考卷 １第 １５题，甲卷文科第 ２０题，
乙卷理科第 ２０ 题，新高考卷 １ 第 ２２ 题

（１） 函数零点、二分法

与求方程近似解

甲卷理科第 ２１（２） 题，乙卷文科第 ２１（２） 题，新高考卷 ２ 第 ２２（２） 题（这三

道题均是函数零点问题）

（２） 函数与数学模型 甲卷文科第 ６ 题即理科第 ４ 题

（１） 不等式的性质

甲卷文科、理科第 １题及新高考卷 １第 １题（均以集合为载体），乙卷文科第

３ 题（即理科第 ３ 题，以命题与逻辑联结词为载体），乙卷文科第 ５ 题（线性

规划），新高考卷 ２ 第 ７ 题（以对数为载体）

（２） 基本不等式 乙卷文科第 ８ 题，新高考卷 １ 第 ５ 题（以椭圆为载体）

（３） 一元二次不等式 乙卷文科第 ８ 题

导
数
︵
包
括
三
角
函
数
︶

１．导数的概

念及其意义

２．导数的运

算

３．导数在研

究函数中的

应用

（１） 平均变化率与瞬时

变化率

（２） 极限

（３） 导数的几何意义

（１）基本初等函数的导数

（２）导数的四则运算法则

及复合函数的求导法则

（１） 用导数研究函数的

单调性

（２） 用导数研究函数的

极值与最值

没有直接考查该知识的高考题

甲卷理科第 １３ 题，新高考卷 １ 第 ７ 题，新高考卷 ２ 第 １６ 题，乙卷文科第

２１（２） 题

甲卷文科第 ２０ 题，理科第 １３、２１ 题；乙卷文科第 １２、２１ 题，理科第 １０、１２、２１
题；新高考卷 １ 第 ７、１５、２２ 题；新高考卷 ２ 第 １４、１６、２２ 题

乙卷理科第 １２题，甲卷文科第 ２０（１） 题，甲卷理科第 ２１（１） 题，乙卷文科第

２１（１） 题，乙卷理科第 ２１（２） 题（用单调性证明函数不等式），新高考卷 １第

２２（１） 题，新高考卷 ２ 第 ２２（１） 题

乙卷文科第１２题即理科第１０题（极值），新高考卷１第１５题（最值），乙卷理

科第 ２１（１） 题（极值），甲卷文科第 ２０（２） 题（用导数研究函数的零点问题，
进而求参数的取值范围），甲卷理科第 ２１（２） 题（用导数研究两条曲线的公

共点问题（其本质是函数的零点问题），进而求参数的取值范围），乙卷文科

第 ２１（２） 题（求两个函数图象的公共点坐标，其本质是函数的零点问题），
新高考卷１第２２（２） 题（不等式中的极值点偏移问题），新高考卷２第２２（２）
题（用导数研究函数的零点，结构不良问题）

３３
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　 　 由表 １ 不难看出，２０２１ 年高考数学试卷（全国

卷） 中“函数与不等式” 内容的试题有以下规律：
（Ⅰ）６ 套全国卷的试题考查全面，几乎涵盖了

“函数与不等式” 内容的所有知识点；
（Ⅱ） 函数的单调性是必考内容，考查函数的奇

偶性的试题较多，涉及幂函数、指函数、对数函数等

基本初等函数的试题也较多；
（Ⅲ） 有不少试题涉及抽象函数，比如甲卷文科

第 １２ 题，甲卷理科第 １２ 题，新高考卷 ２ 第 １４ 题；
（Ⅳ） 两道“选修 ４⁃５：不等式选讲” 的选考题很

相 似， 题 干 都 涉 及 函 数 ｆ（ｘ） ＝ ａｘ ＋ ｂ ±
ｃｘ ＋ ｄ （其解法都是通过实数绝对值的意义及分

类讨论先把绝对值符号去掉），第（２） 问都是由不等

式恒成立求参数的取值范围．
２　 展望 ２０２２年高考数学试卷（全国卷） 中“函数与

不等式” 内容试题的特点

２．１　 试题紧密联系课本

题 １　 （１）（２０２０ 年高考全国卷 Ⅰ 文科第 ８ 题）
设 ａ ｌｏｇ３４ ＝ ２，则 ４ －ａ ＝ （　 　 ） ．

Ａ． １
１６

　 　 Ｂ． １
９
　 　 Ｃ． １

８
　 　 Ｄ． １

６
　 　 （答案：Ｂ）

（２）（２０２１ 年高考天津卷第 ７ 题） 若 ２ａ ＝ ５ｂ ＝

１０，则 １
ａ

＋ １
ｂ

＝ （　 　 ） ．

Ａ． － １　 　 Ｂ．ｌｇ７　 　 Ｃ．１　 　 Ｄ．ｌｏｇ７１０
（答案：Ｃ）
评注 　 第（１） 小题源于普通高中教科书［２］ 第

１２７ 页第 ５ 题，也源于上一轮教材普通高中课程标准

实验教科书［３］ 第 ７５ 页 Ｂ 组第 １ 题，该题是巩固对数

定义（“指对互化”）、对数运算性质、对数恒等式及

幂的运算性质的好题．第（２） 小题源于教科书［３］ 第

８３ 页Ｂ组第２题：若２ａ ＝ ５ａ ＝ １０，则 １
ａ

＋ １
ａ

＝ ．

题 ２　 （２０１３年高考新课标卷Ⅰ文科第 １２题即

理科第 １１ 题） 已知函数 ｆ（ｘ） ＝
－ ｘ２ ＋ ２ｘ，ｘ ≤ ０，
ｌｎ（ｘ ＋ １），ｘ ＞ ０，{

若 ｜ ｆ（ｘ） ｜ ≥ ａｘ，则 ａ 的取值范围是（　 　 ） ．
Ａ．（ － ∞，０］　 　 　 Ｂ．（ － ∞，１］
Ｃ．［ － ２，１］　 　 　 Ｄ．［ － ２，０］
（答案：Ｄ）
评注 　 解答这道选择题时，要用到教科书［２］ 第

１５４ 页的叙述： “对数增长”“直线上升”“指数爆

炸”（教科书［３］ 第 １１１ 页也有同样的叙述） ．

２．２　 关于基本不等式的选填题，解答有技巧

题 ３　 （２００７ 年高考北京卷理科第 ７ 题） 如果正

数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 满足 ａ ＋ ｂ ＝ ｃｄ ＝ ４，那么（　 　 ） ．
Ａ．ａｂ≤ ｃ ＋ ｄ，且等号成立时 ａ，ｂ，ｃ，ｄ的取值唯一

Ｂ．ａｂ≥ ｃ ＋ ｄ，且等号成立时 ａ，ｂ，ｃ，ｄ的取值唯一

Ｃ．ａｂ ≤ ｃ ＋ ｄ，且等号成立时 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 的取值不

唯一

Ｄ．ａｂ ≥ ｃ ＋ ｄ，且等号成立时 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 的取值不

唯一

（答案：Ａ）
评注 　 对于“字母都取正数” 的题目就应当想

到用基本不等式求最值，往往简便快捷，但适用面比

较狭窄；用导数求函数最值时，适用面更广泛．当然，

在基本不等式“若 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，则ａ ＋ ｂ
２

≥ ａｂ ”

中，可设 ｂ ＝ ａｘ２（ｘ ＞ ０），得ａ ＋ ｂ
２

≥ ａｂ⇔１ ＋ ｘ２

２
≥

ｘ⇔ （ｘ － １） ２ ≥ ０，说明均值不等式与结论“一元函

数 ｆ（ ｔ）＝ ｔ２（ ｔ∈Ｒ） 的函数值非负” 是等价的，这可能

也是“基本不等式” 名称的来历吧．
关于基本不等式的试题还可能以应用题的形式

出现，考生要注重文字阅读能力的培养及审题基本

功的训练．
２．３　 在分段函数中求参数的取值范围

分段函数的解析式由分类讨论的形式呈现，相
对于解析式单一的情形要复杂些，但在每份高考试

卷中几乎都有有关分段函数的试题，因而考生务必

重视．其常见的处理策略是“分段讨论” 及“分类讨

论” ．
题 ４　 已知 ａ ＞ ０ 且 ａ ≠ １， 若函数 ｆ（ｘ） ＝

（ａ － １）ｘ ＋ ３ａ － ４，ｘ ≤ ０，
ａｘ，ｘ ＞ ０{ 满 足 对 任 意 实 数

ｘ１ ≠ ｘ２，都有
ｆ（ｘ２） － ｆ（ｘ１）

ｘ２ － ｘ１
＞ ０成立，则 ａ的取值范

围是（　 　 ） ．
Ａ．（０，１）　 　 　 Ｂ．（１， ＋ ∞）　 　

Ｃ． １， ５
３

æ

è
ç

ù

û
úú Ｄ． ５

３
，２é

ë
êê

ö

ø
÷

（答案：Ｃ）
题 ５　 （２０１５ 年高考北京卷理科第 １４ 题） 设函

数 ｆ（ｘ） ＝
２ｘ － ａ，ｘ ＜ １，
４（ｘ － ａ）（ｘ － ２ａ），ｘ ≥ １．{

① 若 ａ ＝ １，则 ｆ（ｘ） 的最小值为 ；
② 若 ｆ（ｘ） 恰有 ２ 个零点，则实数 ａ 的取值范围

４３
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国
是 ．

答案：① － １；② １
２
，１é

ë
êê

ö

ø
÷ ∪ ［２， ＋ ∞） ．æ

è
ç

ö

ø
÷

评注 　 解答题 ４时要理解函数单调性定义的等

价及解决分段函数单调性的通法；解答题 ５ 的关键

是进行恰当的分类讨论， 即找到合适的分类讨论

标准．
２．４　 关于函数图象对称性与周期性的综合问题常

在选填压轴题中出现

题 ６　 （１）（２０２１ 年高考全国甲卷文科第 １２ 题）
设 ｆ（ｘ） 是定义域为 Ｒ 的奇函数， 且 ｆ（１ ＋ ｘ） ＝

ｆ（ － ｘ），若 ｆ － １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

３
，则 ｆ ５

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （　 　 ） ．

Ａ． － ５
３
　 　 Ｂ． － １

３
　 　 Ｃ． １

３
　 　 Ｄ． ５

３
（答案：Ｃ）
（２）（２０２１ 年高考全国甲卷理科第 １２ 题） 设函

数 ｆ（ｘ） 的定义域为 Ｒ，ｆ（ｘ ＋ １） 为奇函数，ｆ（ｘ ＋ ２）
为偶函数，当 ｘ∈［１，２］ 时，ｆ（ｘ） ＝ ａｘ２ ＋ ｂ．若 ｆ（０） ＋

ｆ（３） ＝ ６，则 ｆ ９
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （　 　 ） ．

Ａ． － ９
４
　 　 Ｂ． － ３

２
　 　 Ｃ． ７

４
　 　 Ｄ． ５

２
（答案：Ｄ）
（３）（２０２１ 年新高考全国卷 ２ 第 ８ 题） 已知函数

ｆ（ｘ） 的定义域为Ｒ，ｆ（ｘ ＋ ２） 为偶函数，ｆ（２ｘ ＋ １） 为

奇函数，则（　 　 ） ．

Ａ．ｆ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０　 　 　 Ｂ．ｆ（ － １） ＝ ０

Ｃ．ｆ（２） ＝ ０ Ｄ．ｆ（４） ＝ ０
（答案：Ｂ）
评注 　 还可证得题 ６ 的一般情形的结论：
（１） 若曲线 ｙ ＝ ｆ（αｘ ＋ β）（α ≠０） 关于点（ａ，ｃ）

对称，曲线 ｙ ＝ ｆ（γｘ ＋ δ）（γ ≠ ０） 关于直线 ｘ ＝ ｂ 对

称，则 ｆ（２αａ ＋ ２β － ｘ） ＋ ｆ（ｘ） ＝ ２ｃ，ｆ（２γｂ ＋ ２δ － ｘ）
＝ ｆ（ｘ），ｆ（ｘ ＋ ４（αａ ＋ β － γｂ － δ）） ＝ ｆ（ｘ） ．

当 αａ ＋ β ＝ γｂ ＋ δ 时，ｆ（ｘ） ≡ ｃ；
（２） 若曲线 ｙ ＝ ｆ（αｘ ＋ β）（α ≠０） 关于两点（ａ，

ｃ），（ｂ，ｃ） 均对称，则 ｆ（２αａ ＋ ２β － ｘ） ＋ ｆ（ｘ） ＝ ２ｃ，
ｆ（２αｂ ＋ ２β － ｘ） ＋ ｆ（ｘ） ＝ ２ｃ，ｆ（ｘ ＋ ２α（ａ － ｂ）） ＝
ｆ（ｘ）；

（３） 若曲线 ｙ ＝ ｆ（αｘ ＋ β）（α ≠ ０） 关于两条直

线 ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ 均对称，则 ｆ（２αａ ＋ ２β － ｘ） ＝ ｆ（ｘ），
ｆ（２αｂ ＋ ２β － ｘ） ＝ ｆ（ｘ），ｆ（ｘ ＋ ２α（ａ － ｂ）） ＝ ｆ（ｘ） ．
２．５　 考查函数最重要的性质 ——— 单调性

函数单调性的含义：在区间 Ｉ 上，当自变量的值

增加时，对应的两个函数值增加（减少），该函数在

区间 Ｉ 上就是增（减） 函数．
用导数判断函数单调性的法则：函数 ｆ（ｘ） 在区

间 Ｉ上是增函数（减函数） 的充要条件是∀ｘ∈区间

Ｉ，ｆ ′（ｘ） ≥ （≤）０，且当ｆ ′（ｘ） ＝ ０ 时，ｘ不会在任意区

间上取值（即只可能取到一些孤立的点） ．
处理函数单调性问题的常见策略就是用导数这

一有力工具．
题 ７　 （２０１６ 年高考全国卷 Ⅰ 文科第 ２１ 题） 已

知函数 ｆ（ｘ） ＝ （ｘ － ２）ｅｘ ＋ ａ（ｘ － １） ２ ．
（１） 讨论 ｆ（ｘ） 的单调性；
（２） 若 ｆ（ｘ） 有两个零点，求 ａ 的取值范围．
分析 　 求函数的单调区间的一般步骤是：写定

义域 → 求导 → 求导函数零点 → 列表 → 下结论．其
中列表反映的信息最清楚也最全面、最简洁．

（１） 函数 ｆ（ｘ） 的的定义域是 Ｒ． 可得 ｆ ′（ｘ） ＝
（ｘ － １）ｅｘ ＋ ２ａ（ｘ － １） ＝ （ｘ － １）（ｅｘ ＋ ２ａ） ．

令ｆ ′（ｘ） ＝ ０，得 ｘ ＝ ｌｎ（ － ２ａ） 或 １．
因为当且仅当 ａ ＜ ０ 时 ｌｎ（ － ２ａ） 才有意义，所

以须分 ａ ＜ ０和 ａ≥０两类情形来讨论．当 ａ ＜ ０时，
ｌｎ（ － ２ａ） 有意义， 接下来还须分 ｌｎ（ － ２ａ） ＞ １，

ｌｎ（ － ２ａ） ＝ １，ｌｎ（ － ２ａ） ＜ １（即 ａ ＜ － ｅ
２
，ａ ＝ － ｅ

２
，

－ ｅ
２

＜ ａ ＜ ０） 三种情形来讨论．

（２） 为了得到函数 ｆ（ｘ） 的零点个数，就需要知

道其图象的形状，还需要知道函数 ｆ（ｘ） 的单调区

间，从而由第（１） 问的分类讨论标准可确立第（２） 问

的分类讨论标准：分 ａ ＜ － ｅ
２
，ａ ＝ － ｅ

２
， － ｅ

２
＜ ａ ＜

０，ａ ＝ ０，ａ ＞ ０ 这五种情形讨论（因为后两种情形

ｆ（ｘ） 的单调区间不同， 所以这两种情况须分开

讨论） ．
２．６　 重点考查函数的极值与最值

极值是函数的局部性质：函数图象的“每座山

峰” 的纵坐标都是极大值，“每处山谷” 的纵坐标都

是极小值；而最值是函数的整体性质，闭区间上函数

的最大（小） 值是所有极大（小） 值与两个端点函数

值中的最大（小） 者．求有关极值、最值的解答题时，
表述时要尽可能列表，因为这样更清楚明白．

题 ８　 （１） 比较大小（直接写出答案）：
３１０ １０３；
（２） 求出 ｅ３，３ｅ，ｅπ，π ｅ，３π，π ３ 中的最大者与最

５３
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囵
小者．

解 　 （１） 由“指数爆炸” 可猜测 ３１０ ＞ １０３，验证

如下：３１０ ＞ ３７ ＝ ２１８７ ＞ １０００ ＝ １０３ ．
（２） 由（１） 的解答可猜测 ｅ３ ＞ ３ｅ，ｅπ ＞ π ｅ，

３π ＞ π ３（后面会验证它们均成立），所以 ｍａｘ｛ｅ３，
３ｅ，ｅπ，π ｅ，３π，π ３｝ ＝ ｍａｘ｛ｅ３，ｅπ，３π｝，ｍｉｎ｛ｅ３，３ｅ，ｅπ，
π ｅ，３π，π ３｝ ＝ ｍｉｎ｛３ｅ，π ｅ，π ３｝ ．

还可得 ｅ３ ＜ ｅπ ＜ ３π，３ｅ ＜ π ｅ ＜ π ３， 所以

ｍａｘ｛ｅ３，３ｅ，ｅπ，π ｅ，３π，π ３｝ ＝ ３π，ｍｉｎ｛ｅ３，３ｅ，ｅπ，π ｅ，
３π，π ３｝ ＝ ３ｅ ．

下面证明“若 ｅ ≤ ａ ＜ ｂ， 则 ａｂ ＞ ｂａ”， 即证

ｌｎａｂ ＞ ｌｎｂａ， ｂｌｎａ
ａｂ

＞ ａｌｎｂ
ａｂ

，ｌｎａ
ａ

＞ ｌｎｂ
ｂ
．

设函数 ｆ（ｘ） ＝ ｌｎｘ
ｘ

（ｘ ＞ ｅ）， 可求得 ｆ ′（ｘ） ＝

１ － ｌｎｘ
ｘ２ ＜ ０（ｘ ＞ ｅ），所以 ｆ（ｘ） 是增函数，进而可得

ｇ（ｘ） ＝ ｌｎｘ
ｘ

（ｘ ≥ ｅ） 也是增函数，所以 ｇ（ａ） ＞ ｇ（ｂ），

即
ｌｎａ
ａ

＞ ｌｎｂ
ｂ
．

综上所述， 可得 ｍａｘ｛ｅ３，３ｅ，ｅπ，π ｅ，３π，π ３｝ ＝
３π，ｍｉｎ｛ｅ３，３ｅ，ｅπ，π ｅ，３π，π ３｝ ＝ ３ｅ ．

评注 　 ｙ ＝ ｌｎｘ
ｘ

是一个有代表性的函数，下面六

道高考题都涉及到它：２０１７ 年全国卷 Ⅰ 理科第 １１
题，２０１４年高考湖北卷文科、理科第 ２２题，２００５年高

考全国卷 Ⅲ 理科第 ６ 题，２００１ 年高考全国卷理科第

２０ 题，１９８３ 年高考全国卷理科第 ９ 题．
２．７　 函数零点问题依然是重要题型

函数的零点是函数图象与横轴公共点的横坐

标．零点问题备受高考命题专家青睐，其处理策略常

涉及由单调区间画出函数图象及用分类讨论思想来

求解．
请注意，证明函数存在零点时，或直接求出零

点，或由零点存在定理（当函数在开区间 Ｉ 上连续不

断且在两个端点的函数值异号时，该函数在开区间 Ｉ
上的图象必穿过横轴） 证明函数存在零点，不可仅

由图象代替严格证明．
题 ９　 （２０１６ 年高考北京卷文科第 ２０ 题） 设函

数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ３ ＋ ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ．
（１） 求曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点（０，ｆ（０）） 处的切线

方程；
（２） 设 ａ ＝ ｂ ＝ ４，若函数 ｆ（ｘ） 有三个不同的零

点，求 ｃ 的取值范围；

（３） 求证：ａ２ － ３ｂ ＞ ０ 是 ｆ（ｘ） 有三个不同零点

的必要而不充分条件．
评注 　 该题第（２） 问的解答：须由零点存在定理

证明函数存在零点，不可先由三次函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ３ ＋
ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ的图象得出 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ） ＝ － ∞， ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ） ＝

＋ ∞，再得出第（２） 问的结论；由第（２） 问的结论可构

造出第（３） 问的结论中关于“不充分条件” 的实例．
２．８　 函数不等式是难度较大的题目

２．８．１　 不等式恒成立、能成立、恰成立问题在选填

题中频繁出现

由所给不等式恒成立、能成立、恰成立求参数取

值范围的三类问题，既有区别又有联系，容易混淆，
考生要熟练掌握．

题 １０　 若关于 ｘ 的不等式 １ｘ ＋ ２ｘ ＋ ３ｘ ＋ … ＋
（ｎ － １） ｘ ＋ ｎｘａ ＞ ０（ｎ ＞ １，ｎ 是已知的整数） 恰在

ｘ ＜ １ 时成立，则实数 ａ 的取值范围是 ．

解 　 可得题设即关于 ｘ 的不等式
１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋

２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ ３
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ … ＋ ｎ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＞ － ａ 的解集为

（ － ∞，１） ．
由结论“若干个减函数之和也是减函数”，可得

ｆ（ｘ） ＝ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ ３
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ … ＋ ｎ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

（ｘ∈

Ｒ） 是减函数，所以 ｘ ∈ （ － ∞，１）⇔ｆ（ｘ） ＞ ｆ（１）⇔

－ ａ ＝ ｆ（１）⇔ａ ＝ １ － ｎ
２

，因而所求实数 ａ 的取值范围

是
１ － ｎ

２{ } ．

评注 　 若将题１０中的“ｘ ＜ １” 改为“ｘ≤１”，则
所求答案是 ∅．
２．８．２　 双参数问题可能出现

题 １１　 已知 ａ ＞ １， 函数 ｆ（ｘ） ＝ （ｘ２ ＋ ａｘ ＋

１）ｅ１－ｘ，ｇ（ｘ） ＝ ２ａ － １ ＋ （２ａ － １）ｘ － ｘ２

ｘ ＋ １
满足∀ｘ１ ∈

［０，１］，∃ｘ２ ∈［０，１］，使得 ｆ（ｘ１） ≥ ｇ（ｘ２），求实数 ａ
的取值范围．

答案： １，２ｅ
＋ ３
４

æ

è
ç

ù

û
úú ．

评注 　 解答双参数问题时，可先把其中的一个

参数（比如是 ｘ１） 看作常数变成另一个参数（ｘ２） 的

问题，求得参数 ｘ１ 满足的条件，变成了一个参数 ｘ１

的问题，最终可完成求解．具体求解时，先视哪一个

参数为常数，可能解答的难度不一样．
２．８．３　 用导数证明函数不等式的四种常用方法

６３
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国
单调性法、求最值、分别求不等式两边的最值

（比如２０１４年高考课标全国卷Ⅰ理科第２１（２） 题）、
寻求过渡（比如 ２０１３ 年高考新课标全国卷 ２ 理科第

２１（２） 题） 是用导数证明函数不等式的四种常用方

法［４］，考生要尽可能地掌握这种解题技巧．
２．９　 求参数取值范围问题常考常新

题 １２　 （２０２０年新高考全国卷Ⅰ第２１题） 已知

函数 ｆ（ｘ） ＝ ａｅｘ－１ － ｌｎｘ ＋ ｌｎａ．
（１） 当 ａ ＝ ｅ 时，求曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在点（１，ｆ（１））

处的切线与两坐标轴围成的三角形的面积；
（２） 若 ｆ（ｘ） ≥ １，求 ａ 的取值范围．
评注 　 下面用指数对数恒等式 ｘ ＝ ｅｌｎｘ 给出第

（２） 问的一种简洁解法［５］：
可得题设即 ｅｌｎａ＋ｘ－１ ＋ （ｌｎａ ＋ ｘ － １） ≥ ｅｌｎｘ ＋ ｌｎｘ．
还可得 ｇ（ ｔ） ＝ ｅｔ ＋ ｔ是 Ｒ上的增函数，所以题设

即 ｌｎａ ＋ ｘ － １ ≥ ｌｎｘ，也即（ｘ － ｌｎｘ － １）ｍｉｎ ≥ － ｌｎａ．
用导数知识，可求得（ｘ － ｌｎｘ － １）ｍｉｎ ＝ ０，进而可

求得所求 ａ 的取值范围是［１， ＋ ∞） ．

题 １３　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ １ ＋ ｌｎ（ｘ ＋ １）
ｘ

，ｇ（ｘ） ＝

ｘ － １ － ｌｎ（ｘ ＋ １） ．若当 ｘ ＞ ０ 时，ｘｆ（ｘ） ＞ ｋｇ′（ｘ）
（ｋ ∈ Ｚ） 恒成立，求 ｋ 的最大值．

解法 １　 我们可以考虑用分离参数法来求解．

可 得 题 设 即
（ｘ ＋ １）［１ ＋ ｌｎ（ｘ ＋ １）］

ｘ
＞

ｋ（ｘ ＞ ０） 恒成立．

设 ｈ（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １）［１ ＋ ｌｎ（ｘ ＋ １）］
ｘ

（ｘ ＞ ０），可

求得 ｈ′（ｘ） ＝ ｘ － １ － ｌｎ（ｘ ＋ １）
ｘ２ （ｘ ＞ ０） ．

用导数可证得 ｕ（ｘ） ＝ ｘ － １ － ｌｎ（ｘ ＋ １） 是增函

数，再由 ｕ（２） ＜ ０ ＜ ｕ（３） 可知存在唯一的 ｘ０ ∈（２，
３），使得 ｘ０ ＝ １ ＋ ｌｎ（ｘ０ ＋ １） ．进而可得：当且仅当 ｘ ＝

ｘ０ 时，ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ（ｘ０） ＝ （ｘ０ ＋ １）·
１ ＋ ｌｎ（ｘ０ ＋ １）］

ｘ０

＝ ｘ０ ＋ １．
又因为 ｘ０ ＋ １ ∈ （３，４），所以 ｋ ≤３（ｋ ∈ Ｎ∗），

故所求整数 ｋ 的最大值是 ３．
解法 ２　 不用分离参数法而用分类讨论思想来

求解．
设 ｈ（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １）［１ ＋ ｌｎ（ｘ ＋ １）］ － ｋｘ（ｘ ＞ ０），

可得题设即 ｈ（ｘ） ＞ ０（ｘ ＞ ０） 恒成立．接下来需要求

函数 ｈ（ｘ） 的最小值或下确界 α（ｋ）， 再解不等式

α（ｋ） ＞ ０ 即可得到 ｋ 的取值范围．

可求得 ｈ′（ｘ） ＝ ｌｎ（ｘ ＋ １） ＋ ２ － ｋｘ（ｘ ＞ ０） ．
（ⅰ） 当 ｋ≤２时，可得 ｈ′（ｘ） ＞ ０（ｘ ＞ ０），ｈ（ｘ）

是增函数．再由 ｈ（０） ＝ １ － ｋ，可得题设即 １ － ｋ ≥０，
也即 ｋ ≤ １．

（ⅱ） 当 ｋ ＞ ２ 时，可得 ｈ（ｘ） 在（０，ｅｋ－２ － １］，
［ｅｋ－２ － １， ＋ ∞） 上分别是减函数、 增函数， 所以

ｈ（ｘ）ｍｉｎ ＝ ｈ（ｅｋ－２ － １） ＝ － ［ｅｋ－２ － （ｋ － ２） － ２］（ｘ ＞
０），进而可得题设即 ｅｋ－２ － （ｋ － ２） － ２ ＜ ０．

可证得函数 ｕ（ｘ） ＝ ｅｘ － ｘ － ２（ｘ ＞ ０） 是增函数．
又因为 ｕ（１） ＜ ０，ｕ（２） ＞ ０，所以函数 ｕ（ｘ） 的

唯一零点 α ∈（１，２） ．因而 ｅｋ－２ － （ｋ － ２） － ２ ＜ ０⇔
ｋ － ２ ＜ α⇔ｋ ＜ α ＋ ２．

综上所述，可得所求整数 ｋ 的最大值是 ３．
解法 ３　 “ 先 必 要 后 充 分 ” 法． 设 ｈ（ｘ） ＝

（ｘ ＋ １）［１ ＋ ｌｎ（ｘ ＋ １）］
ｘ

（ｘ ＞ ０）， 可 得 题 设 即

ｈ（ｘ） ＞ ｋ（ｘ ＞ ０） 恒成立．

可得 ｅ ＞ ２．５ ＞ ６ ，ｅ５ ＞ ｅ４ ＞ ３６ ＞ ２７，５ ＞

３ｌｎ３，１ ＋ ｌｎ３ ＜ ８
３
，所以 ｈ（２） ＝ ３

２
（１ ＋ ｌｎ３） ＜ ４．

由 ｈ（ｘ） ＞ ｋ（ｘ ＞ ０） 恒成立，得 ４ ＞ ｈ（２） ＞
ｋ（ｋ ∈ Ｚ），所以 ｋ ≤ ３．

还可用导数证得 ｈ（ｘ） ＞ ３（ｘ ＞ ０） 恒成立（过
程略） ．

所以所求整数 ｋ 的最大值是 ３．
评注 　 题 １３ 的三种解法均是解答求参数取值

范围问题的通性通法：解法 １ 是“分离参数 ＋ 隐零点

（设而不求）”；解法 ２ 也是常规方法，但解不等式

α（ｋ） ＞ ０ 很可能出现僵局、难以继续（但可尝试用

分类讨论思想来解决）；解法 ３ 是“先必要后充分”
的转化方法（不同于直接的等价转化） ．在解法 ３ 中

“令 ｘ ＝ ２” 有试验的成分（试验一次就得到了与正确

答案相关的必要条件），这种“先必要后充分” 的解

题方法也属通性通法．
读者由这三种解法均可完成 ２０１２ 年高考新课

标全国卷文科第 ２１（２） 题的解答．
２．１０　 试题的亮点是创新

解答 ２０１９ 年高考全国卷理科第 ２０（２） 题“证
明：函数 ｆ（ｘ） ＝ ｓｉｎｘ － ｌｎ（１ ＋ ｘ） 有且仅有 ２ 个零点”
的 核 心 问 题 是 “ 证 明 不 等 式 ｓｉｎｘ ＞

ｌｎ（ｘ ＋ １） ０ ＜ ｘ ＜ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ” ．早在 ２０１７ 年 ３ 月出版的

拙著［６］ 第 １８５⁃１８６ 页就给出了该不等式及其证明．
用几何画板电脑软件容易作出一些简单的函数

７３
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囵
（包括基本初等函数） 图象，进而可得出相应的函数

不等式，这就是笔者发现该不等式的缘由．
近日，笔者用同样的方法还得到了下面的一道

题目：
题 １４　 已知函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘｓｉｎｘ（０ ＜ ｘ ＜ π），求

证：ｆ（ｘ） ＜ ２．

证明 　 （１） 当 ０ ＜ ｘ≤ π
２

时，由 ｙ ＝ ｘ与 ｙ ＝ ｓｉｎｘ

均是增函数且函数值均是正数，用函数单调性的定

义或用导数均可证得 ｆ（ｘ） 也是增函数，所以 ｆ（ｘ） ≤

ｆ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ π

２
＜ ２．

（２） 当
π
２

＜ ｘ ＜ π 时， 可 求 得 ｆ ′（ｘ） ＝

ｃｏｓｘ（ｔａｎｘ ＋ ｘ） ．

可得 ｇ（ｘ） ＝ ｔａｎｘ ＋ ｘ π
２

＜ ｘ ＜ πæ

è
ç

ö

ø
÷ 是增函数．

再由ｇ ７π
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ２ － ３ ＋ ７π

１２
＜ － ２ － １．７ ＋ ７

１２
× ３．６

＝ － １．６ ＜ ０，ｇ ２π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ３ ＋ ２π

３
＞ ２ － ３ ＞ ０ 及

ｇ（ｘ） 是连续函数，可得∃ｔ∈ ７π
１２

，２π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ ｔ） ＝ ０，因

而 ｔａｎｔ ＋ ｔ ＝ ０，ｓｉｎｔ ＝ ｔ

ｔ２ ＋ １
．

进而可求得 ｆ（ｘ）极大值 ＝ ｆ（ ｔ） ＝ ｔｓｉｎｔ ＝ ｔ２

ｔ２ ＋ １
，所

以欲证 ｆ（ｘ） ＜ ２，即证
ｔ２

ｔ２ ＋ １
＜ ２，ｔ４ － ４ｔ２ － ４ ＜ ０，

ｔ２ ＜ ２ ＋ ２ ２ （２ ＋ ２ ２ ＞ ４．８） ．

因而只需证明当 ｔ∈ ７π
１２

，２π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时 ｔ２ ＜ ４．８，即证

２π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＜ ４．８，π ２ ＜ ４．８ × ９
４
，π ２ ＜ １０．８（１０．８ ＞

１０．２４ ＝ ３．２２），所以只需证明π ２ ＜ ３．２２，π ＜ ３．２，它
成立，所以欲证结论成立．

综上所述，可得欲证结论成立．
评注 　 高考试题的亮点是创新，但结论应当简

洁．高三学生在复习备考时，也可尝试以上创新方

法：留意一些简单的函数图象形状，再严格证明相应

的结论，这也是一种高效的研究性学习．
另外，高考数学全国卷的必做题压轴题往往是

函数与导数，难度较大．拙著［７］ 详细阐述了考生解

答该题时出现的八大“困惑” 及其突破方法，学有余

力的学生可以研读．
２．１１　 多项选择题、数学文化试题及结构不良问题

是近年高考试题的热点

读者还应注意有关抽象函数与绝对值函数问题

的解法，虽说它们在近年的高考题中不是高频考点，
但基础好的考生也要留意并作好充分准备．另外，涉
及函数与不等式的多项选择题、数学文化试题［８］ 及

结构不良问题（比如 ２０２１ 年新高考全国卷 ２ 第 ２２
题） 也是近年高考试题的热点．结构不良问题较结构

良好问题多了一项考查功能，即考查考生对选项难

易度的甄别及对所求问题进行合理搭配再完成求解

的能力．
关于高三数学复习备考策略，在笔者发表的文

章中已阐述较多，比如拙文［９］ 及其文末列出的参

考文献，有兴趣的读者可以浏览．
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