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扬“建型构模”之帆　 启“直观想象”之航
———构造法与学生直观想象核心素养的培育

浙江省金华市外国语学校　 　 321000　 　 方　 治

　 　 【摘　 要】 　 《普通高中数学课程标准（2017年版）》指出，直观想象核心素养是借助几何直观和空间想象感知

事物的形态与变化，利用空间形式特别是图形，理解和解决数学问题的素养.构造法是以数学问题中的条件或结论

的结构特征为原件，构造出全新的数学对象或模型，将抽象的数学问题进行具象化处理.本文从构造法与直观想象

核心素养的相关性和适切度入手，通过在教学中引领学生探究不同类型的图形构造策略来加强学生对数学内部不

同知识板块的联系能力，进一步提升学生的直观想象核心素养.
【关键词】 　 构造法；高中数学教学；直观想象核心素养

1　 关于直观想象核心素养的论述

《普通高中数学课程标准（2017年版）》提到：直
观想象是数学学科六大核心素养之一，它是借助几

何直观和空间想象感知事物的形态与变化，利用空

间形式特别是图形，理解和解决数学问题的素养.它
主要表现为建立形与数的联系、利用几何图形描述

问题，借助几何直观理解和解决问题［1］ .新课标对直

观想象核心素养的达成水平作了三个层次的界定，
从低到高分别表现为在熟悉、关联以及综合的情境

中，借助图形认识、探索数学规律和提出数学问题，
通过想象对复杂的数学问题进行直观表达，形成解

决问题的思路和揭示数学问题的本质，理解数学各

分支以及数学与其它学科的联系，体会几何直观的

作用和意义.数学家克莱因认为“数学不是依靠在逻

辑上，而是依靠在正确的直观上” ［2］ .夸美纽斯和裴

斯泰洛奇认为“直观就是未经充分逻辑推理而对事

物本质的一种直接洞察，就是直接把握对象的全

貌” ［3］ .我国数学家徐利治教授认为，“直观就是借助

于经验、观察、测试或类比联想，所产生的对事物关

系直接的感知和认识，而几何直观是借助于见到的

或想到的几何图形的形象关系产生对数量关系的直

接感知” ［3］ .
2　 构造法是培育直观想象核心素养的重要途径

构造法解题遵循相似性、熟悉性和直观性原则，
通过对题设条件或结论特征的仔细观察和认真分

析，进行相似性的想象和联想，用不同的角度和思维

方向构造新的数学对象或模型，使原问题中条件和

结论之间的数学关系在新对象或新模型中清晰体现

出来，从而简便直观地解决数学问题.特别是在解决

一些非几何直观的数学问题中，若能有效地挖掘题

目条件中的信息，准确构造相应的几何直观，就会为

解决问题指明方向.我国著名的数学家及数学教育

家吴文俊院士曾经指出： “由于科学技术的快速发

展，构造性数学在不远的将来会出现新的发展，甚至
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成为数学的主流.” ［4］ 直观想象核心素养三个层次水

平的界定与构造法的解题原理有很高的相关性和适

切度，所以构造法是培育学生直观想象核心素养的

重要载体，教师在用构造法教学时，可以引导学生通

过图象或者联系现实情境对数学对象进行不同角度

的多元表征，从而更加直观地理解数学问题，在这样

的过程中提升学生的直观想象核心素养.
3　 执数构形向七度，直观想象见真章

图 1

高中数学中构造策略和方法众多，本文的研究

不求全而不漏，而是从构造法和直观想象核心素养

的相关性和适切度入手，重在研究从代数形式上挖

掘直观想象，代数形式与几何模型之间存在着特殊

的“关系”，因此将代数形式的特征与对应的几何模

型的几何意义巧妙链接，就可以创造性地构造几何

模型，利用模型的直观性来解决一些代数形式的问

题，特别是最值问题等，往往能大幅度降低问题的难

度.本文在建构主义理论、波利亚解题理论和多元智

能理论的指引下，以高中数学教学为载体，从构造三

角形、构造距离、构造斜率、构造直角梯形、构造圆锥

曲线、构造线性规划以及构造向量七个维度展开教

学实践研究，构建高中数学中数形转化的桥梁和纽

带，使高中数学不同知识板块融为一体，为学生直观

想象核心素养的提升创造更大的空间.

图 2

3.1　 构造三角形模型

例 1　 求下列式子的值：
（1）sin2 67° ＋ sin2 83° －

3 sin 67°sin 83°；
（2）sin2 17° ＋ cos2 62° ＋

2 sin 17°cos 62°；

（3） 2 cos2 67° ＋

2 cos2 38° ＋ （ 3 － 1） ·
cos67°cos 38°.

解 　 （1） 构造图 2，由余弦定理可知，sin230 ＝

sin2 67° ＋ sin2 83° － 3 sin 67°sin 83°，即 sin2 67° ＋

sin2 83° － 3 sin 67°sin 83° ＝ 1
4
；

（2） 利用诱导公式转化为 sin2 17° ＋ sin2 28° ＋

2 sin 17°sin 28°，构造图 3可得，sin2135 ＝ sin2 17° ＋

sin2 28° ＋ 2 sin 17°sin 28° ＝ 1
2
；

图 3　 　 　 　 　 　 　 　 图 4

（3） 利 用 诱 导 公 式 和 系 数 的 处 理 变 形 为

sin223° ＋sin2 52° ＋ 6 － 2
2

sin 23°sin 52°， 即

sin2 23° ＋ sin252° － 2sin 23°sin 52°cos 105°，构造图 4

可得，sin2 105° ＝ 2
＋ 3
4
.

例 2　 设正实数 a，b，c满足

a2 ＋ b2 ＝ 4，
a2 ＋ c2 ＋ ac ＝ 7，

b2 ＋ c2 ＋ 3 bc ＝ 11，

ì

î

í

ï
ï

ïï

求 2ab ＋ 3 ac ＋ bc的值.

图 5

解 　 上述三元方

程的三个方程的结构

和三角形中的勾股或

余弦定理很相似， 所

以可以构造如图 5 所

示的三角形，OA，OB，
OC 长度分别为 a，b，
c，并且 ∠AOB ＝ 90°，

∠AOC ＝ 120°，∠BOC ＝ 150°，AB ＝ 2，AC ＝ 7 ，BC ＝

11 ，2ab ＋ 3 ac ＋ bc中有 a，b，c两两的乘积，所以

可以考虑内部三个三角形的面积的和，即 1
2
ab ＋

3
4
ac ＋ 1

4
bc ＝ 7 ，故 2ab ＋ 3 ac ＋ bc ＝ 4 7 .

设计意图 　 以上两个求值题的设计都是基于

余弦定理的结构，它们可以放在正余弦定理的复习

教学中使用，教师要引导学生通过适当的变形洞察

出所求代数式的结构特征与余弦定理结构的一致

性，然后构造三角形来解决.让学生在解法的比较中

明晰构造三角形解题比其它常规解法的优势之处，
也可以利用《数学必修第一册》（人教版 2019） 第

230 页 习 题 18 涉 及 的 sin2 20° ＋ cos2 50° ＋
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sin20°cos50° ＝ 3
4

和 sin2 15° ＋ cos2 45° ＋

sin15°cos45° ＝ 3
4

来引导学生构造类似的三角形来

直观地解读等式背后的规律［5］，还可以请学生根据

余弦定理的结构特征和以上问题的启发自己编制一

些同类型的问题，以加深学生对余弦结构统一性的

理解，数到形的直观转化推进了学生直观想象核心

素养的提升.
3.2　 构造距离模型

例 3　 （1）若方程m ＝ 4 － x2 － 2x ＋ 5 有实

数解，求实数 m的取值范围；
（2） 若方程 m ＝ 4 － 3x2 － 2x ＋ 5 有实数

解，求实数 m的取值范围.

图 6　 　 　 　 　 　 　 　 图 7

解 　 （1）由题意得
m
5
＝ 4 － x2 － 2x ＋ 5

5
，把

右边看作上半圆上的点（x， 4 － x2 ） 到直线 2x － y
－ 5 ＝ 0的距离.所以据图 6可知，实数 m的取值范围

是［1，2 5 ＋ 5］ .

（2） 由题意得
m
5
＝ 4 － 3x2 － 2x ＋ 5

5
，把右

边看作上半椭圆上的点（x， 4 － 3x2 ）到直线 2x － y
－ 5 ＝ 0的距离.所以据图 7可知，实数 m的取值范围

是 5 － 4
3
3 ，5 ＋ 2

3
21é

ë
êê

ù

û
úú .

例 4　 （1） 当 x ∈ 0，π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 时， 方 程

2 sin 2x ＋ π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ a 有且只有一个实数根，求实数 a

的取值范围.
（2） 当 x∈（0，π） 时，方程 3cosx ＋ 4sinx ＝ a有

两个不同的实数根，求实数 a的取值范围.

解 　 （1） 方程 2 sin 2x ＋ π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ a 可化为 sin2x

＋ cos2x ＝ a，由于点 cos2x，sin2x( ) x∈ 0，π
2

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在

x2 ＋ y2 ＝ 1的上半圆上，故可构造 x2 ＋ y2 ＝ 1上半圆

上的点 cos2x，sin2x( ) 到直线 l：x ＋ y － a ＝ 0的距离 d

来解决问题，方程 2 sin 2x ＋ π
4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ a 等价于 d ＝

cos2x ＋ sin2x － a
2

＝ 0，问题转化为直线 l：x ＋ y － a

＝ 0与单位圆 x2 ＋ y2 ＝ 1上半圆只有一个交点，结合

图 8可知 － 1 ≤ a ＜ 1或 a ＝ 2 .

图 8　 　 　 　 　 　 　 　 图 9

（2）方程左边3cosx ＋ 4sinx变形后，辅助角不是

特殊角，画三角函数的图象解决不太方便，根据（1）
的解题思维，把问题转化为研究 l：3x ＋ 4y － a ＝ 0与
单位圆 x2 ＋ y2 ＝ 1上半圆有两个不同的交点，结合图

9可得 3 ＜ a ＜ 5.
设计意图 　 以上两个求取值范围问题的设计

都是基于点到直线的距离结构，把函数与方程和解

析几何知识融合在一起，可以放在高三的复习教学

中使用，教师要引导学生通过适当的变形洞察出所

求代数式的结构特征与点到直线的距离结构的一致

性，然后构造直线与圆锥曲线的位置关系加以解决，
让学生在解法的比较中明晰构造距离解题比其它常

规解法的优势之处，还可以请学生自主编制其它的

距离和相应图形构成的问题，以开阔学生的视野和

境界，提升学生由数思形的直观想象核心素养.
3.3　 构造斜率模型

例 5　 （1）已知 x ＜ 1，求函数 f（x）＝ x
2 ＋ 9x － 9
x － 1

的最大值.

（2） 已知 x∈ 0，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，比较

3 － sinx
3 － cosx

和 tanx的

大小关系.

解 　 （1） 由于 f（x） 可变形为
（x2 ＋ 9x） － 9
x － 1

，此

结构和斜率结构相似，构造点 Q（x，x2 ＋ 9x） 和点

P（1，9），PQ连线的斜率即为 f（x），点 Q（x，x2 ＋ 9x）
在抛物线弧 y ＝ x2 ＋ 9x（x ＜ 1） 上运动，由图 10 可

知，过点 P（1，9）与抛物线相切时直线的斜率最大即
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为 f（x） 的最大值，易得 f（x） 的最大值为 9.

（2） 构造点 M（cosx，sinx） 和点 N（ 3 ，3），直线

MN 的 斜 率 即 为
3 － sinx
3 － cosx

， 点 M（cosx，sinx）

x∈ 0，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 在圆弧 x2 ＋ y2 ＝ 1（x ＞ 0，y ＞ 0） 上

运动，tanx ＝ sinx
－ 0

cosx － 0
为点M（cosx，sinx）与原点连线

的斜率，由图 11 直观可知：当 x ∈ 0，π
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，有

3 － sinx
3 － cosx

＞ tanx，当 x ＝ π
3

时，有 3
－ sinx
3 － cosx

＝ tanx，当

x∈ π
3
，π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时，有 3

－ sinx
3 － cosx

＜ tanx.

图 10　 　 　 　 　 　 　 　 图 11

设计意图 　 以上求最值和判断大小关系的两

个问题的设计都是基于斜率结构，它们把函数、不等

式和解析几何知识融为一体，可以放在高二的复习

教学中使用，教师要引导学生联想到已知代数式的

结构特征与斜率结构的一致性，然后构造定点与曲

线上动点连线的斜率变化加以解决，让学生在解法

的比较中明晰构造斜率解题比其它常规解法的优势

之处，以加强学生代数结构引导直观思考的意识和

能力，凝炼学生的直观想象核心素养.
3.4　 构造直角梯形模型

图 12

例 6　 两角和的

正弦、余弦和正切公

式的几何直观解释.
图 12 给 出 了

cos（α ＋ β） ＝
cosαcosβ － sinαsinβ
和 sin（α ＋ β） ＝
sinαcosβ ＋ cosαsinβ
的一个几何直观解释，在事先假设 BC ＝ 1，∠FBA ＝
β，∠FBC ＝ α的前提下，图中各线段的长度可以依次

表示出来 BE ＝ cos（α ＋ β） ＝ cosαcosβ － sinαsinβ，CE
＝ sin（α ＋ β） ＝ sinαcosβ ＋ cosαsinβ.

　 　 图 13给出了 tan（α ＋ β） ＝ tanα
＋ tanβ

1 － tanαtanβ
的一个

几何直观解释， 在事先假设 AB ＝ 1，∠FBA ＝ β，

图 13

∠FBC ＝ α的前提下，图中

各线段的长度可以依次表

示出来.
BE ＝ 1 － tanαtanβ，CE ＝
tanα ＋ tanβ，故 tan（α ＋ β）

＝ CE
BE
＝ tanα ＋ tanβ
1 － tanαtanβ

.

设计意图 　 将数学命

题、公式或者定理用简单、有创意且易于理解的几何

图形呈现出来，不仅可以给数学命题、公式或者定理

一个直观的解释，而且给学生以美的享受.其实在不等

式的教学中也有关于基本不等式的几何直观解释，两
角和的正弦、余弦和正切公式的几何直观解释可以放

在高一三角恒等变换的教学中使用，教师要引导学生

进行两角和公式的结构特征与相应图形的适切性分

析，在分析中构建直角梯形直观诠释公式，同时请学

生思考构建两角差的正弦、余弦和正切公式的几何直

观解释，数形的相互诠释促进了学生直观想象核心素

养的养成.
3.5　 构造圆锥曲线模型

例 7　 解下列方程和不等式

（1） x2 ＋ 4 3 x ＋ 17 ＋ x2 － 4 3 x ＋ 17

＝ 6 3 ；

（2） 5x ＋ 2 3 － 5x ＋ 7 3 ＝ 5 2 ；

（3） x2 － 2 5 x ＋ 13 － x2 ＋ 6 5 x ＋ 53

≤ 4 3 .

解 　 （1） 原方程可变形为 （x ＋ 2 3 ） 2 ＋ 5 ＋

（x － 2 3 ） 2 ＋ 5 ＝ 6 3 ，根据距离的和为常数可构

造 对 应 的 椭 圆 方 程 （x ＋ 2 3 ） 2 ＋ y2 ＋

（x － 2 3 ） 2 ＋ y2 ＝ 6 3 （∗），即 x
2

27
＋ y

2

15
＝ 1，令

y2 ＝ 5，可得 x ＝ ± 3 2 ；
（2） 方程变形为：

x ＋ 2 3
5
－ x ＋ 7 3

5
＝ 2 ，即

x ＋ 2 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

＋ 02 － x ＋ 7 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

＋ 02 ＝ 2 ，

根据距离的差的绝对值为常数可构造对应的双曲线
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方程 x ＋ 2 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

＋ y2 － x ＋ 7 3
5

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

＋ y2 ＝

2 ，即 2 x ＋ 9
10
3æ

è
ç

ö

ø
÷

2

－ 4y2 ＝ 1， 令 y2 ＝ 0， 可得

x ＝
－ 9 3 ± 5 2

10
；

（3） 原 不 等 式 可 变 形 为

x － 5( )
2 ＋ 8 － x ＋ 3 5( )

2 ＋ 8 ≤ 4 3 ，构

造 对 应 的 与 双 曲 线 有 关 的 区 域 不 等 式

x － 5( )
2 ＋ y2 － x ＋ 3 5( )

2 ＋ y2 ≤ 4 3，

即
（x ＋ 5 ） 2

12
－ y

2

8
≤1，令 y2 ＝ 8，可得不等式的取值

范围为 － 2 6 － 5 ≤ x≤ 2 6 － 5 .
设计意图 　 以上方程与不等式三个问题的设

计都是基于圆锥曲线的定义结构，它们把方程、不等

式和圆锥曲线的知识融为一体，可以放在高二的复

习教学中使用，教师要引导学生通过对式子左边的

变形联想到变形后的结构特征与圆锥曲线定义结构

的一致性，然后构造方程或不等式左边相应的圆锥

曲线加以解决，代数式的几何直观性催生了学生的

直观想象核心素养的形成.
3.6　 构造线性规划模型

例 8　 求函数 y ＝ 2 x ＋ 8 ＋ 12 － 3x 的值域.

图 14

　 　 解 　 令 a ＝

x ＋ 8 ≥ 0，b ＝ 12 － 3x
≥ 0，则函数的值域可通过

构造目标函数 y ＝ 2a ＋ b在

约束条件

3a2 ＋ b2 ＝ 36，
b≥ 0，
a≥ 0

ì

î

í

ïï

ïï

下

的取值范围来解决，不等式

组表示的是图 14的椭圆弧，平移直线 b ＝ － 2a ＋ y即

可得函数的值域为［6，2 21 ］ .
设计意图 　 以上含两个根号的函数值域问题

的设计是基于线性规划模型，它们把函数、不等规划

和圆锥曲线的知识融为一体，可以放在高三的复习

教学中使用，此题用柯西不等式只能解决最大值，所
以教师要引导学生联想到通过对式子的换元变形构

造等价的线性规划模型加以解决，让学生体会到利

用几何直观性解决代数抽象性的直观想象核心素养

的要义.
3.7　 构造向量模型

例 9　 求下列函数的值域

（1） f（x） ＝ x ＋ 2 5 － x2 ；

（2） f（x） ＝ 2sin2x
－ 6cos2x ＋ 7

1 ＋ 2sin2x
.

图 15

解 　 （1） f（x） ＝ x ＋

2 5 － x2 可以变形为 f（x）

＝ x × 1 ＋ 5 － x2 × 2，根据

式子的结构特征可构造向

量 a ＝ （x， 5 － x2 ） 和 b ＝
（1，2），如图 15 所示，a·b
的取值范围就是 f（x） 的值

域.a向量的终点是半圆 x2 ＋ y2 ＝ 5（y ≥ 0） 上的动

点，b向量的终点是半圆 x2 ＋ y2 ＝ 5（y≥ 0） 上的定

点，当 a和 b共线同向时，a·b取到最大值 5，当 a在
x轴负半轴上时，a和 b所成的角最大，a·b取到最小

值，此时 a·b ＝ a （ b·cosθ）＝ 5 × （ － 1）＝ － 5 ，

所以 f（x） ＝ x ＋ 2 5 － x2 的值域为［ － 5 ，5］ .

（2） f（x） ＝ 2sin2x
－ 6cos2x ＋ 7

1 ＋ 2sin2x
可变形为 y ＝

2sin2x － 3cos2x ＋ 4
2 － cos2x

，即（y － 3）cos2x ＋ 2sin2x ＝ 2y －

4，根据式子左边的结构特征可构造向量 a ＝ （y － 3，
2）和 b ＝ （cos2x，sin2x），由 a·b ≤ a· b 可知，

2y － 4 ≤ （y － 3） 2 ＋ 4 ，f（x） 的值域为
1
3
，3é

ë
êê

ù

û
úú .

图 16

例 10　 （2019 年浙江高考

第 21 题） 如 图 16， 已 知 点

F 1，0( ) 为抛物线 y2 ＝ 2px（p ＞
0） 的焦点，过点 F 的直线交抛

物线于 A，B 两点，点 C 在抛物

线上，使得△ABC的重心 G在 x
轴上，直线 AC交 x轴于点 Q，且
Q 在 点 F 右 侧. 记 △AFG，
△CQG的面积为 S1，S2 .

（1） 求 p 的值及抛物线的

准线方程；

（2） 求
S1
S2

的最小值及此时点 G的坐标.

解 　 （1）p ＝ 2，准线方程 x ＝ － 1.

（2）设AB→＝ λ AF→，AC→＝ μ AQ→，由于G为△ABC的

重心，所以AG→ ＝ 1
3
（AB→ ＋ AC→） ＝ 1

3
（λ AF→ ＋ μ AQ→），由
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于 F，G，Q三点共线，所以
1
3
λ ＋ 1

3
μ ＝ 1，即 λ ＋ μ ＝

3.
S1
S2
＝
SΔABG·

AF
AB

SΔACG·
CQ
CA

＝

AF
AB
CQ
CA

＝

1
λ

1 － 1
μ

＝

1
3 － μ

1 － 1
μ

＝

μ
－ μ 2 ＋ 4μ － 3

＝ 1

4 － μ ＋ 3
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

，其中1 ＜ μ ＜ 2.故
S1
S2

的最小值为 1 ＋ 3
2
，当且仅当 μ ＝ 3 时取等号，此时

可以进一步求得 yA ＝ 6 ＋ 2 ，yB ＝ 2 － 6 ，yC ＝

－ 2 2 ，故点 G的坐标为 G（2，0） .
设计意图 　 例 9中的（1）用柯西不等式只能解

决最大值，而用三角换元解决此问题时，合一公式后

辅助角不是特殊角，给解决问题增加了难度，例 10
是 2019年的浙江高考解析几何大题，第（2） 小题用

常规的方法来求解难度和计算量都很大，所以上述

这些问题存在的困难都可以通过构造向量模型简便

地加以解决，而且学生在用构造向量法解决这些问

题的过程中深刻领会到打通数形通道的必要性和重

要性，学生直观解决问题的意识和能力渐变为学生

的直观想象核心素养.
4　 结束语

构造法具有很强的技巧性和创新性，需要学生具

备发现、类比、化归等一系列重要的思想方法.它和其

它的数学方法一样，是基于原有问题的一种探究活

动，是将陌生的结构特征转化为熟悉的结构特征的一

种创新活动，只要你善于观察、联想和研究知识板块

间的关联性，你一定能完成由未知模向已知模的过

渡，从而直观简便地解决问题.如果把直观想象核心素

养比作一棵大树，那么构造法就是给它输送养料的部

分根系，构造法中直观解决问题的思想将凝炼为学生

的直观想象核心素养.当然直观想象核心素养的养成

不能仅靠构造法，例如借助现代信息技术的教学方

式，也能够将复杂问题直观化，学生在切身感受图形

的变化过程中培育直观想象核心素养.
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高中数学渗透美育的策略研究

山东省淄博第七中学　 　 255400　 　 刘海珍　 杨德怀

　 　 【摘　 要】 　 本文从深入挖掘教材中的美育因素、利用多样化工具和素材直观展示数学之美、从数学与其他学

科的融合中发现数学之美、数学美育中应注意的几个问题四个方面阐述了高中数学渗透美育的策略.
【关键词】 　 高中数学；美育；策略研究

　 　 数学是理性思维和想象的结合，是研究数量、
结构、变化以及空间模型的一门学科.美是数学与生

俱来的本质属性，也是数学学习追求的目标之一. 英
国著名数理逻辑学家罗素指出：“数学，不但拥有真

理，而且也具有至高的美.” 第五世纪著名数学评论

家普罗克拉斯断言：“哪里有数，哪里就有美.” 雷尼

说：“数学的美不是一件辅助的、附带的事，它是数学

的一个基本特征.” 数学家的这些精辟的论述告诉我

们：数学是美的，数学美是存在而且深刻的.但是数

学美又不完全等同于自然美和艺术美，数学美是一

种理性的美、抽象的美［1］ .由于数学美的抽象含蓄，
并不是所有学生都能深刻感受和体验到数学之美，
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