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要纵向关注每一位学生在哪些题上犯错．只有多角

度分析，才能在教学中真正做到因材施教有的放矢，
才能做到分层分类和精准教学．

第三是要确保讲评的精准．高效的试卷评讲课

不仅要确保学生存在的问题能顺利解决，还要在此

基础上巩固必备知识，掌握正确规范的解题方法，更
要促使学生的知识体系有进一步的架构和完善，总
结提炼出解答此类问题的通式解法，提升解答数学

问题的能力及效率．
第四是要确保纠错本的使用．学生错题本是提

升学生解题能力的有效媒介．错题本可以再现错题，
让学生不断反思，不断巩固拓展．对于学生来说，除
了听教师讲评，还需从问题中吸取教训，找准“拐
点”，提高解题能力．

“高效率、低负担、精准化” 的课堂教学是高三

教师追求的目标．希望在教育云课堂、智慧课堂的引

领下，能利用高科技、依托大数据，促进课堂教学模

式的创新，让精准化的分层分类课堂教学和个性化

学习成为现实，促进高三数学复习课教学效果的检

验和评价落到实处．借助网上阅卷系统，教学以测而

定教，以考而测学，教师深挖精研，把握考向精准命

题，研究学情精准施策．学生练考结合，练有考向考

有提升，反思问题精准掌握．教学之路永无止境，探
究之路关山万里，析学情以促教，研模式而求进，让
数学复习之路走得更稳更远．
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圆锥曲线与三角形“四心”
河北省邯郸市第一中学　 　 ０５６０００　 　 马进才　 李　 萌

　 　 【摘　 要】 　 本文研究了圆锥曲线与三角形的重心、内心、外心、重心相结合的问题，更加深刻地认识了圆锥曲

线，以此提升了学生分析问题和解决问题的能力．
【关键词】 　 圆锥曲线；重心；内心；外心；垂心

　 　 《普通高中数学课程标准（２０１７ 年版 ２０２０ 年修订）》
指同：“通过高中数学课程的学习，学生能提高学习数学

的兴趣，增强学好数学的自信心，养成良好的数学学习

习惯，发展自主学习的能力．” ［１］ 从近几年圆锥曲线的命

题风格看，既注重知识和能力的考查，又突出圆锥曲线

的本质特征，而圆锥曲线中面积、弦长、最值等几乎成为

研究的常规问题．“四心” 问题进入圆锥曲线，让我们更

是耳目一新．因此在高考数学复习中，通过让学生研究三

角形的“四心” 与圆锥曲线的结合问题，快速提高学生的

数学解题能力，增强学生的信心，备战高考．
１　 三角形重心的性质及其应用

重心是三角形三条中线的交点，其具备如下性质：

１．Ｇ 是 △ＡＢＣ 的重心 ⇔ ＧＡ→ ＋ ＧＢ→ ＋ ＧＣ→ ＝ ０；重心坐

标 Ｇ
ｘＡ ＋ ｘＢ ＋ ｘＣ

３
，
ｙＡ ＋ ｙＢ ＋ ｙＣ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

２．Ｇ 为 △ＡＢＣ 的重心，Ｐ 为平面上任意点，则ＰＧ→ ＝

１
３
（ＰＡ→ ＋ ＰＢ→ ＋ ＰＣ→）；

３．重心是中线的三等分点，重心到顶点的距离与重

心到对边中点的距离之比是 ２ ∶ １；
４．重心与三角形的 ３ 个顶点组成的 ３ 个三角形的面

积相等，即重心到 ３ 条边的距离与 ３ 条边的长成反比．
例 １　 已知 Ｆ１（ － １，０），Ｆ２（１，０），Ｍ 是第一象限内

的点，且满足｜ ＭＦ１ ｜ ＋ ｜ ＭＦ２ ｜ ＝ ４，若 Ｉ 是 △ＭＦ１Ｆ２ 的内

心，Ｇ 是 △ＭＦ１Ｆ２ 的重心，记 △ＩＦ１Ｆ２ 与 △ＧＦ１Ｍ 的面积

分别为 Ｓ１，Ｓ２，则（　 　 ） ．

图 １

Ａ．Ｓ１ ＞ Ｓ２

Ｂ．Ｓ１ ＝ Ｓ２

Ｃ．Ｓ１ ＜ Ｓ２

Ｄ．Ｓ１ 与 Ｓ２ 大小不确定

分析 　 作出图示，根
据 Ｉ，Ｇ 的特点分别表示出

Ｓ１，Ｓ２， 即可判断出 Ｓ１，Ｓ２

４３
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的大小关系．
解析 　 因为｜ ＭＦ１ ｜ ＋ ｜ ＭＦ２ ｜ ＝ ４ ＞ ｜ Ｆ１Ｆ２ ｜ ＝ ２，所

以 Ｍ 的轨迹是椭圆
ｘ２

４
＋ ｙ２

３
＝ １ 在第一象限内的部分，如

图 １ 所示．
因为 Ｉ 是 △ＭＦ１Ｆ２ 的内心，设内切圆的半径为 ｒ，所

以
（ ｜ ＭＦ１ ｜ ＋ ｜ ＭＦ１ ｜ ＋ ｜ Ｆ１Ｆ２ ｜ ）·ｒ

２
＝

｜ Ｆ１Ｆ２ ｜·ｙＭ

２
， 所

以 ｒ ＝
ｙＭ

３
，所以 Ｓ１ ＝

｜ Ｆ１Ｆ２ ｜·ｙ１

２
＝
｜ Ｆ１Ｆ２ ｜·ｒ

２
＝
ｙＭ

３
，又因

为 Ｇ是△ＭＦ１Ｆ２ 的重心，所以 ＯＧ ∶ ＧＭ ＝ １ ∶ ２，所以 Ｓ２ ＝

２
３
Ｓ△ＭＯＦ１

＝ １
３
Ｓ△Ｆ２ＭＦ１

＝ １
３
·

｜ Ｆ１Ｆ２ ｜·ｙＭ

２
＝
ｙＭ

３
，所以 Ｓ１ ＝

Ｓ２，故选 Ｂ．

例 ２　 已知Ｆ１，Ｆ２ 为椭圆
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０） 的

左、右焦点，Ｐ 是椭圆上一点 （左右顶点除外），Ｇ 为

△ＰＦ１Ｆ２ 为重心．若∠Ｆ１ＧＦ２ ≤
２
３
π 恒成立，则椭圆的离

心率的取值范围是（　 　 ） ．

Ａ． ０， １
３

æ

è
ç

ù

û
úú 　 　 　 Ｂ． ０， １

２
æ

è
ç

ù

û
úú 　 　

Ｃ．
１
３
， １
２

é

ë
êê

ù

û
úú 　 　 Ｄ．

１
３
，１é

ë
êê

ö

ø
÷

图 ２

分析 　 根据 Ｐ 是椭圆

上一点，且 ∠Ｆ１ＧＦ２ ≤
２
３
π

恒成立，不妨设点 Ｐ 为上顶

点，再根据 Ｇ 为 △ＰＦ１Ｆ２ 为

重心，由 ＧＯ ＝ １
３
ＰＯ ＝ １

３
ｂ

≥ Ｆ１Ｏｔａｎ π
６

＝ ３
３
ｃ 求解．

解析 　 因为 Ｐ是椭圆上一点，且∠Ｆ１ＧＦ２ ≤
２
３
π 恒

成立，不妨设点 Ｐ 为上顶点，如图 ２ 所示．

因为 Ｇ 为 △ＰＦ１Ｆ２ 为重心，所以 ＧＯ ＝ １
３
ＰＯ ＝ １

３
ｂ，

而 ＧＯ≥ Ｆ１Ｏｔａｎ π
６
，即 ＧＯ≥ ３

３
Ｆ１Ｏ，所以

１
３
ｂ≥ ３

３
ｃ，所

以 ｂ２ ≥３ｃ２，所以 ａ２ － ｃ２ ≥３ｃ２，即 ｅ２ ≤ １
４
，解得 ０ ＜ ｅ≤

１
２
，故选 Ｂ．

例３　 已知Ｐ为双曲线Ｃ：ｘ
２

４
－ ｙ２

１２
＝ １上一点，Ｆ１，Ｆ２

为双曲线 Ｃ 的左、右焦点，Ｍ、Ｉ 分别为 △ＰＦ１Ｆ２ 的重心、
内心，若 ＭＩ ⊥ ｘ 轴，则 △ＰＦ１Ｆ２ 内切圆的半径为 ．

图 ３

　 　 解析 　 如图 ３，不妨设点

Ｐ 在第一象限，Ｄ，Ｅ，Ｆ 分别为

和☉Ｉ与△ＰＦ１Ｆ２ 三边相切的

切点．由切线长定理以及双曲

线定义， 得 ２ａ ＝ ｜ ＰＦ１ ｜ －
｜ ＰＦ２ ｜ ＝ （ ｜ ＰＦ ｜ ＋｜ ＰＦ１ ｜ ）
－ （ ｜ ＰＥ ｜ ＋ ｜ ＥＦ２ ｜ ） ＝ ｜ ＦＦ１ ｜
－ ｜ ＥＦ２ ｜ ＝｜ Ｆ１Ｄ ｜ － ｜ Ｆ２Ｄ ｜ ＝
（ｘＤ ＋ ｃ） － （ｃ － ｘＤ） ＝ ２ｘＤ，所
以 ｘＤ ＝ ａ ＝ ２，ｘＭ ＝ ｘＩ ＝ ｘＤ ＝ ２．

设 Ｐ（ｘ０，ｙ０），由Ｍ为△ＰＦ１Ｆ２ 重心，知 ｘ０ ＝ ３ｘＭ ＝ ６，

ｙ０ ＝ ４ ６ ．

所 以 ＰＦ１ ＝ （６ ＋ ４） ２ ＋ （４ ６ － ０） ２ ＝ １４，

ＰＦ２ ＝ （６ － ４） ２ ＋ （４ ６ － ０） ２ ＝ １０．

设△ＰＦ１Ｆ２ 内切圆半径为 ｒ，则 Ｓ△ＰＦ１Ｆ２
＝ １

２
（ ＰＦ１ ＋

ＰＦ２ ＋ Ｆ１Ｆ２ ） × ｒ ＝ １６ｒ．

另一方面，Ｓ△ＰＦ１Ｆ２
＝ １

２
× Ｆ１Ｆ２ × ｙ０ ＝

１
２

× ８ × ４ ６

＝ １６ ６ ，所以 １６ｒ ＝ １６ ６ ，ｒ ＝ ６ ．
２　 三角形内心的性质及其应用

内心是三角形三条角平分线的交点，是三角形内切

圆的圆心，其具备如下性质：

１．Ｉ是△ＡＢＣ的内心⇔ａ·ＩＡ→ ＋ ｂ·ＩＢ→ ＋ ｃ·ＩＣ→＝ ０ （其
中 ａ、ｂ、ｃ 为 △ＡＢＣ 的三条边）；

２．设三角形内切圆的半径为 ｒ，则

（１） 在任意三角形中，ｒ ＝
２Ｓ△

Ｃ△
（其中 Ｃ△ 为三角形

ＡＢＣ 的周长，Ｓ△ 为三角形 ＡＢＣ 的面积）；

（２） 在任意三角形中，ｒ ＝ ａ
＋ ｂ － ｃ
２

（其中 ａ，ｂ为直角

边，ｃ 为斜边） ．

例 ４　 已知 Ｍ 是椭圆
ｘ２

２５
＋ ｙ２

１６
＝ １ 上一点，Ｆ１，Ｆ２ 是

椭圆的左，右焦点，点 Ｉ是△ＭＦ１Ｆ２ 的内心，延长ＭＩ交线

段 Ｆ１Ｆ２ 于 Ｎ，则 ＭＩ
ＩＮ

的值为（　 　 ） ．

Ａ． ５
３
　 　 Ｂ． ３

５
　 　 Ｃ． ４

３
　 　 Ｄ． ３

４

图 ４

　 　 解析 　 如图 ４，点 Ｍ

是椭圆
ｘ２

２５
＋ ｙ２

１６
＝ １上一点，

过点 Ｍ 作 ＢＭ 垂直直线

Ｆ１Ｆ２ 于点Ｂ，过点 Ｉ作 ＩＡ垂

直直线 Ｆ１Ｆ２ 于点 Ａ， 设

△ＭＦ１Ｆ２ 的内切圆半径为

ｒ，则 ＩＡ ＝ ｒ，由三角形面

５３
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积相等即：Ｓ△ＭＦ１Ｆ２
＝ Ｓ△ＭＦ１Ｉ

＋ Ｓ△ＭＩＦ２
＋ Ｓ△ＩＦ１Ｆ２

得
１
２

Ｆ１Ｆ２ ·

ＭＢ ＝ １
２
ｒ ＭＦ１ ＋ １

２
ｒ Ｆ１Ｆ２ ＋ １

２
ｒ ＭＦ２ ．

又 ＭＦ１ ＋ ＭＦ２ ＝ ２ａ，故得
１
２
２ｃ· ＭＢ ＝ １

２
ｒ·２ａ ＋

１
２
ｒ·２ｃ，所以

ＩＡ
ＭＢ

＝ ｃ
ａ ＋ ｃ

，由椭圆方程
ｘ２

２５
＋ ｙ２

１６
＝ １ 得

ａ ＝ ５，ｂ ＝ ４，ｃ ＝ ａ２ － ｂ２ ＝ ３，所以
ＩＡ
ＭＢ

＝ ｃ
ａ ＋ ｃ

＝ ３
８
．由

△ＭＮＢ 与 △ＩＮＡ 相似， 可得
ＩＡ
ＭＢ

＝ ＩＮ
ＭＮ

＝ ３
８
， 令

ＩＮ ＝ ３ｍ，则 ＭＮ ＝ ８ｍ，可求得
ＩＮ
ＩＭ

＝ ＩＮ
ＭＮ － ＩＮ

＝

３ｍ
８ｍ － ３ｍ

＝ ３
５
，故选 Ａ．

例５　 点Ｆ１、Ｆ２ 分别是双曲线 ｘ２ － ｙ２

３
＝ １的左、右焦

点，点 Ｐ 在双曲线上，则 △ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆半径 ｒ 的取值

范围是（　 　 ） ．

图 ５

Ａ．（０， ３ ）　 Ｂ．（０，２）

Ｃ．（０， ２ ）　 Ｄ．（０，１）
解析 　 如图 ５ 所示，设

△ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆圆心为 Ｉ，
内切圆与三边分别相切于点

Ａ，Ｂ，Ｃ，根据圆的切线可知：
ＰＢ ＝ ＰＣ ， Ｆ１Ａ ＝
Ｆ１Ｃ ， Ｆ２Ａ ＝ Ｆ２Ｂ ，又根

据 双 曲 线 定 义 ＰＦ１ －
ＰＦ２ ＝ ２ａ ， 即 （ ＰＣ ＋
Ｆ１Ｃ ） － （ ＰＢ ＋ Ｆ２Ｂ ） ＝ ２ａ，所以 Ｆ１Ｃ － Ｆ２Ｂ ＝

２ａ，即 Ｆ１Ａ － Ｆ２Ａ ＝ ２ａ，又因为 Ｆ１Ａ ＋ Ｆ２Ａ ＝ ２ｃ，所
以 Ｆ１Ａ ＝ ａ ＋ ｃ， Ｆ２Ａ ＝ ｃ － ａ，所以 Ａ 点为右顶点，即圆

心 Ｉ（ａ，ｒ） ．

考虑Ｐ点在无穷远时，直线ＰＦ１ 的斜率趋近于
ｂ
ａ
，此

时 ＰＦ１ 方程为 ｙ ＝ ｂ
ａ
（ｘ ＋ ｃ），此时圆心到直线的距离为

ａｂ － ａｒ ＋ ｂｃ

ｂ２ ＋ ａ２
＝ ｒ，解得 ｒ ＝ ｂ，因此△ＰＦ１Ｆ２ 内切圆半径

ｒ ∈ （０，ｂ），故选 Ａ．
３　 三角形垂心的性质及其应用

垂心是三角形三条高线的交点，其具备如下性质：

１．Ｈ 是 △ＡＢＣ 的垂心 ⇔ ＨＡ→·ＢＣ→ ＝ ＨＢ→·ＡＣ→ ＝ ＨＣ→·

ＡＢ→ ＝ ０；
２．垂心到三角形一顶点距离为此三角形外心到此顶

点对边距离得 ２ 倍．
例 ６　 （２０２１年·辽宁省高三期末） 已知 Ｆ１，Ｆ２ 分别

是双曲线
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １ ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０( ) 的左、右焦点，过点

Ｆ１ 且垂直于实轴的直线与双曲线的两条渐近线分别相

交于 Ａ，Ｂ 两点，若坐标原点 Ｏ恰为 △ＡＢＦ２ 的垂心（三角

形三条高的交点），则双曲线的离心率为（　 　 ） ．

Ａ． ２１
３

　 　 　 Ｂ． ２ 　 　 　 Ｃ． ３ 　 　 　 Ｄ．３

解析 　 Ｆ１（ － ｃ，０），Ｆ２（ｃ，０），则双曲线的渐近线为 ｙ

＝ ± ｂ
ａ
ｘ，则当 ｘ ＝－ ｃ时，ｙ ＝ ± ｂ

ａ
·ｃ ＝ ± ｂｃ

ａ
．设Ａ － ｃ，ｂｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｂ － ｃ， － ｂｃ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，因为若坐标原点 Ｏ 恰为 △ＡＢＦ２ 的垂心，

所以ＯＡ⊥ＢＦ２，即ＯＡ→·ＢＦ２
→＝ ０，即 － ｃ，ｂｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷· ２ｃ，ｂｃ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０，则 － ２ｃ２ ＋ ｂｃ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ０，即 ｂ２ ＝ ２ａ２ ．因为 ｂ２ ＝ ２ａ２ ＝ ｃ２ －

ａ２，所以 ｃ２ ＝ ３ａ２，ｃ ＝ ３ ａ，离心率 ｅ ＝ ｃ
ａ

＝ ３ ａ
ａ

＝ ３ ，故

选 Ｃ．

例 ７　 （２０２０年福建省高三联考１６题） 已知：椭圆
ｘ２

８

＋ ｙ２

４
＝ １的右焦点为Ｆ，Ｍ为上顶点，Ｏ为坐标原点， 直线

ｌ 交椭圆于 Ｐ，Ｑ 两点， 当 Ｆ 为 △ＰＱＭ 的垂心时， 则

△ＰＱＭ 的面积为 ．
解析 　 因为Ｆ为△ＰＱＭ的垂心，所以ＭＦ⊥ＰＱ，ＰＦ

⊥ ＱＭ．
由题意知 Ｍ（０，２），Ｆ（２，０），所以 ｋＭＦ ＝－ １，ｋＰＱ ＝ １，

设直线 ＰＱ 方程为 ｙ ＝ ｘ ＋ ｔ，Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２） 联立

ｘ２

８
＋ ｙ２

４
＝ １，

ｙ ＝ ｘ ＋ ｔ
{ 得 ３ｘ２ ＋ ４ｔｘ ＋ ２ｔ２ － ８ ＝ ０， 可得 Δ ＝

－ ８ｔ２ ＋ ９６ ＞ ０，即 ｔ ∈ （ － ２ ３ ，２ ３ ），且可得 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝

－ ４ｔ
３
，ｘ１ｘ２ ＝ ２ｔ２ － ８

３
，因为 ＰＦ ⊥ ＱＭ，所以ＰＦ→·ＱＭ→ ＝

（ｘ１ － ２，ｙ１）·（ｘ２，ｙ２ － ２） ＝ ０，即 ｘ１ｘ２ － ２ｘ２ ＋ ｙ１ｙ２ － ２ｙ１

＝ ２ｘ１ｘ２ ＋ （ ｔ － ２）（ｘ１ ＋ ｘ２） ＋ ｔ２ － ２ｔ ＝ ２（２ｔ２ － ８）
３

＋

（ ｔ － ２）·
－ ４ｔ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｔ２ － ２ｔ ＝ ３ｔ２ ＋ ２ｔ － １６

３
＝ ０． 解得

ｔ ＝ － ８
３
，或 ｔ ＝ ２，

当 ｔ ＝ ２ 时，Ｐ，Ｑ，Ｍ三点共线（舍去），所以 ｔ ＝ － ８
３
，

此时 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ ３２
９
，ｘ１ｘ２ ＝ ５６

２７
， ＰＱ ＝ １ ＋ ｋ２ ·

（ｘ１ ＋ ｘ２）
２ － ４ｘ１ｘ２ ＝ ８

９
１１ ，点 Ｍ 到直线 ＰＱ 的距离

６３
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国
ｄ ＝

－ １４
３

２
＝ ７

３
２ ．

所以 Ｓ△ＭＰＱ ＝ １
２

ＰＱ ·ｄ ＝ ２８
２７

２２ ．

４　 三角形外心的性质及其应用

外心是三角形三边的垂直平分线的交点，是三角形

外接圆的圆心，其具备如下性质：

１．Ｏ 是 △ＡＢＣ 的外心 ⇔ ｜ ＯＡ→ ｜ ＝｜ ＯＢ→ ｜ ＝｜ ＯＣ→ ｜ （或

ＯＡ→２ ＝ ＯＢ→２ ＝ ＯＣ→２）；

２．若点 Ｏ 是 △ＡＢＣ 的外心，则（ＯＡ→ ＋ ＯＢ→）·ＡＢ→ ＝

（ＯＢ→ ＋ ＯＣ→）·ＢＣ→ ＝ （ＯＡ→ ＋ ＯＣ→）·ＡＣ→ ＝ ０；

３．若Ｏ是△ＡＢＣ的外心，则 ｓｉｎ２Ａ·ＯＡ→ ＋ ｓｉｎ２Ｂ·ＯＢ→ ＋

ｓｉｎ２Ｃ·ＯＣ→ ＝ ０；
４．多心组合：△ＡＢＣ 的外心 Ｏ、重心 Ｇ、垂心 Ｈ共

线，即ＯＧ→∥ ＯＨ→．

例 ８　 设 Ｆ（ｃ，０） 为双曲线 Ｅ：ｘ
２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞

０，ｂ ＞ ０） 的右焦点，以 Ｆ 为圆心，ｂ 为半径的圆与双

曲线在第一象限的交点为 Ｐ，线段 ＦＰ 的中点为 Ｄ，

△ＰＯＦ 的外心为 Ｉ，且满足ＯＤ→ ＝ λ ＯＩ→（λ ≠ ０），则双

曲线 Ｅ 的离心率为（　 　 ） ．
Ａ． ２ 　 　 　 Ｂ． ３ 　 　 　 Ｃ．２　 　 　 Ｄ． ５
分析 　 设 Ｆ′（ － ｃ，０） 为双曲线的左焦点，先由

ＯＤ→ ＝ λ ＯＩ→（λ ≠０） 可确定 Ｏ、Ｄ、Ｉ 三点共线，则根据

外心的性质可得ＯＤ⊥ ＰＦ，再由点Ｏ为 ＦＦ′的中点，
根据中位线性质可得 ＰＦ′∥ ＯＤ，则 ＰＦ′⊥ ＰＦ，进而

在 Ｒｔ△ＰＦＦ′ 中利用勾股定理求解．

解析 　 因为ＯＤ→ ＝ λ ＯＩ→（λ ≠０），所以 Ｏ、Ｄ、Ｉ三
点共线，因为点 Ｄ 为线段 ＦＰ 的中点，△ＰＯＦ 的外心

为 Ｉ，所以 ＤＩ⊥ ＰＦ，即 ＯＤ⊥ ＰＦ，设双曲线的左焦点

为 Ｆ′（ － ｃ，０），则点Ｏ为线段 Ｆ′Ｆ的中点． 在△ＰＦＦ′
中，ＰＦ′ ∥ ＯＤ，即 ＰＦ′⊥ ＰＦ，所以 △ＰＦＦ′是直角三

角形，所以 Ｆ′Ｆ ２ ＝ Ｆ′Ｐ ２ ＋ ＰＦ ２，因为 ＰＦ ＝ ｂ，
由双曲线定义可得 ＰＦ′ － ＰＦ ＝ ２ａ，所以 ＰＦ′ ＝
２ａ ＋ ｂ，则（２ｃ） ２ ＝ （２ａ ＋ ｂ） ２ ＋ ｂ２，因为ｃ２ ＝ ａ２ ＋ ｂ２，

整理可得 ｂ ＝ ２ａ，所以 ｃ ＝ ５ ａ，则 ｅ ＝ ｃ
ａ
＝ ５ ，故选 Ｄ．

例 ９　 （２０２１ 年成都七中半期 １６ 题）Ｆ１，Ｆ２ 分别

为双曲线
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ，ｂ ＞ ０） 的左、右焦点，点Ｐ在

双曲线上，满足ＰＦ１
→·ＰＦ２

→ ＝ ０，若 △ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆

半径与外接圆半径之比为
３ － １
２

，则该双曲线的离

心率为 ．

解析 　 因为ＰＦ１
→·ＰＦ２

→ ＝ ０，所以ＰＦ１
→⊥ ＰＦ２

→，即
△ＰＦ１Ｆ２ 为直角三角形， 所以 ＰＦ１

２ ＋ ＰＦ２
２ ＝

Ｆ１Ｆ２
２ ＝ ４ｃ２， ＰＦ１ － ＰＦ２ ＝ ２ａ，则 ２ ＰＦ１ ·

ＰＦ２ ＝ ＰＦ１
２ ＋ ＰＦ２

２ － （ ＰＦ１ － ＰＦ２ ） ２ ＝
４（ｃ２ － ａ２），（ ＰＦ１ ＋ ＰＦ２ ）２ ＝ （ ＰＦ１ － ＰＦ２ ）２ ＋
４ ＰＦ１ · ＰＦ２ ＝ ８ｃ２ － ４ａ２．所以△ＰＦ１Ｆ２ 内切圆半径

ｒ ＝
ＰＦ１ ＋ ＰＦ２ － Ｆ１Ｆ２

２
＝ ２ｃ２ － ａ２ － ｃ，外接圆

半径 Ｒ ＝ ｃ，

由题意， 得
２ｃ２ － ａ２ － ｃ

ｃ
＝ ３ － １

２
， 整理得

ｃ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ４ ＋ ２ ３ ，所以双曲线的离心率 ｅ ＝ ３ ＋ １．

例 １０　 （２０１８ 全国高中数学联赛湖北预赛） 已

知点 Ｐ在离心率为 ２ 的双曲线
ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ

＞ ０） 上，Ｆ１、Ｆ２ 为双曲线的两个焦点，且ＰＦ１
→·ＰＦ→２ ＝

０，则 △ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆半径 ｒ 与外接圆半径 Ｒ 之比

为 ．

解析 　 由ＰＦ→１·ＰＦ２
→ ＝ ０，知 ∠Ｐ１ＰＦ２ ＝ ９０°．设

ＰＦ１ ＝ ｍ， ＰＦ２ ＝ ｎ，又 Ｆ１Ｆ２ ＝ ２ｃ，则可得 Ｒ ＝ ｃ，

ｒ ＝ １
２
（ｍ ＋ ｎ － ２ｃ），且

ｍ２ ＋ ｎ２ ＝ ４ｃ２， ①
ｍ － ｎ ＝ ２ａ． ②

设
ｒ
Ｒ

＝ ｋ，则 ｒ ＝ ｋＲ ＝ ｋｃ ＝ １
２
（ｍ ＋ ｎ － ２ｃ），即有

ｍ ＋ ｎ ＝ （２ｋ ＋ ２）ｃ． ③
由 ①②③ 可得（２ｋ ＋ ２） ２ｃ２ ＋ ４ａ２ ＝ ８ｃ２，所以

（ｋ ＋ １） ２ ＝ ２ｃ２ － ａ２

ｃ２
＝ ２ － １

ｅ２
＝ ３

２
，解得 ｋ ＝ ６

２
－ １．

故 △ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆半径 ｒ 与外接圆半径 Ｒ 之

比为
６
２

－ １．
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