
平面向量数量积运算方法的“思维建模”分析
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　 　 【摘　 要】 　 平面向量数量积运算，是平面向量知识的重点，由于这类问题的解题方法比较灵活，这部分内容也

成了少数学生的难点． 本文以思维建模形式，给出平面向量数量积运算的方法体系，实证解析依据问题特征，选择相

匹配的运算方法，其目的在于将方法模型化，提高平面向量数量积运算的效率．
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１　 平面向量数量积计算方法思维模型

平面向量数量积计算方法体系可以看作是一系列思维模型，如下图所示：

２　 平面向量数量积计算方法思维模型解析

２．１　 定义法

２．１．１　 直接用定义计算

例 １　 在等腰三角形 ＡＯＢ 中，若 ＯＡ→ ＝ ＯＢ→ ＝

５，且 ＯＡ→ ＋ ＯＢ→ ≥ １
２

ＡＢ→ ，则ＯＡ→·ＯＢ→的取值范围

是（　 　 ） ．
Ａ．［ － １５，２５）　 　 Ｂ．［ － １５，１５］
Ｃ．［０，２５）　 　 Ｄ．［０，１５］

解析 　 将已知不等式变形为 ２ ＯＡ→ ＋ ＯＢ→ ≥

ＯＢ→ － ＯＡ→ ，两边平方并整理得：ＯＡ→·ＯＢ→≥－ １５，而

ＯＡ→·ＯＢ→ ＝ ＯＡ→ ＯＢ→ ｃｏｓθ ＝ ５ × ５ｃｏｓθ ≤２５，因 θ ≠

０，上式等号不成立， 故选 Ａ． 在这里， ＯＡ→·ＯＢ→ ＝

ＯＡ→ ＯＢ→ ｃｏｓθ， 就是定义法计算平面向量的数

量积．
２．１．２　 运用几何意义（投影概念） 计算数量积

定义 　 已知非零向量 ａ，ｂ， 其夹角为 θ， 将

ｂ ｃｏｓθ 叫做向量 ｂ 在向量 ａ 上的投影（投影是一个

数量） ．因此，由平面向量数量积的定义可知，ａ·ｂ 等

于向量 ａ 的模与向量 ｂ 在向量 ａ 上的投影的乘积．

图 １

例 ２　 如图 １，四
边形 ＡＢＣＤ 的两条对

角线 ＡＣ 与 ＢＤ 相交于

点Ｏ，且ＯＢ ＝ ２ＯＤ，ＡＣ
＝ ２，过点 Ｄ 作 ＤＥ ⊥

ＡＣ，垂足为 Ｅ，若ＤＥ→·

ＤＢ→ ＝ ６，则四边形 ＡＢＣＤ 的面积为 ．

分析 　 因为ＯＢ ＝ ２ＯＤ，所以ＯＢ→＝ ２ＤＯ→，所以ＤＥ→

·ＤＢ→ ＝ ＤＥ→·（３ ＤＯ→） ＝ ３ ＤＥ→·ＤＯ→，又因为 ＤＥ ⊥ ＡＣ，

所以ＤＯ→ 在ＤＥ→ 上的投影为 ＤＥ（ＤＥ→ 的数量），所以

３ ＤＥ→·ＤＯ→ ＝ ３ ＤＥ→ ２，所以 ＤＥ→ ＝ ２ ，由于 ＯＢ ＝

２ＯＤ，所以三角形ＡＢＣ中ＡＣ边上的高为２ ２ ，所以四

边形 ＡＢＣＤ 的面积为 Ｓ ＝ Ｓ△ＡＣＤ ＋ Ｓ△ＡＢＣ ＝ １
２
·２· ２

＋ １
２
·２·２ ２ ＝ ３ ２ ．

４４
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C

练习 １　 如图 ２，已知 ☉Ｏ 的一条弦 ＡＢ 的长为

ａ，试计算ＡＯ→·ＡＢ→ ＝ ．

分析 　 取弦ＡＢ的中点为Ｍ，则ＯＭ⊥ＡＢ，ＡＯ→在

ＡＢ→上的投影为 ＡＭ，所以，ＡＯ→·ＡＢ→＝ ａ· １
２
ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２
ａ２ ．

图 ２　 　 　 　 　 　 　 　 图 ３

练习 ２　 如图 ３，Ｏ为△ＡＢＣ的外心，ＡＢ ＝ ４，ＡＣ

＝ ２，∠ＢＡＣ 为钝角，Ｍ 是边 ＢＣ 的中点，则ＡＭ→·ＡＯ→ ＝
．

分析 　 因为 Ｍ 是 ＢＣ 的中点，所以ＡＭ→·ＡＯ→ ＝
１
２
（ＡＢ→ ＋ ＡＣ→） ·ＡＯ→ ＝ １

２
（ ＡＢ→·ＡＯ→ ＋ ＡＣ→· ＡＯ→） ＝

１
２

１
２

ＡＢ→ ２ ＋ １
２

ＡＣ→ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ５．

图 ４

练习 ３　 如图 ４，已知

点 Ｏ 是锐角 △ＡＢＣ 的外

心，ＡＢ ＝ ８，ＡＣ ＝ １２，∠ＢＡＣ

＝ π
３
，若ＡＯ→ ＝ ｘ ＡＢ→ ＋ ｙ ＡＣ→，

求 ６ｘ ＋ ９ｙ 的值．

分析 　 ＡＢ→·ＡＯ→＝ ＡＢ→·

（ｘ ＡＢ→ ＋ ｙ ＡＣ→） ＝ ｘ ＡＢ→２ ＋

ｙ ＡＢ→·ＡＣ→ ＝ ６４ｘ ＋ ８ × １２ × １
２
ｙ ＝ ６４ｘ ＋ ４８ｙ，

所以 ６４ｘ ＋ ４８ｙ ＝ １
２

ＡＢ→ ２ ＝ ３２． ①

ＡＣ→·ＡＯ→＝ ＡＣ→·（ｘ ＡＢ→ ＋ ｙ ＡＣ→） ＝ ｘ ＡＣ→·ＡＢ→ ＋ ｙ ＡＣ→２

＝ １２ × ８ × １
２
ｘ ＋ １４４ｙ ＝ ４８ｘ ＋ １４４ｙ，

所以 ４８ｘ ＋ １４４ｙ ＝ １
２

ＡＣ→ ２ ＝ ７２． ②

联立 ①② 得：ｘ ＝ １
６
，ｙ ＝ ４

９
，所以 ６ｘ ＋ ９ｙ ＝ ５．

小结 　 练习 １，练习 ２，练习 ３ 的解题思路都来

自于同一个思维模型，即ＡＯ→·ＡＢ→ ＝ １
２

ＡＢ→ ２（※），由

此可见，加深对图 ２ 以及相应的结论（※） 的理解是

快速解决此类问题的关键．
２．２　 基底法

从定义来看，计算两个向量的数量积，需要两个

向量的模长以及夹角的余弦，它反映了两个向量的

相对直接的关系，当两个向量的直接关系不易被发

现时，可考虑用一组基底分别表示目标中的两个向

量，将问题最终转化为基向量间的数量积运算．

图 ５

２．２．１　 一般基底法

在图形中取模和夹

角已知、 不共线的两个

向量作为一组基底， 用

基底表示目标中的向量

并进行运算．
例 ３　 如图 ５，在四

边形 ＡＢＣＤ 中，ＡＤ ＝ ４，ＡＢ ＝ ２．（１） 若 △ＡＢＣ 为等边

三角形，且 ＡＤ ∥ ＢＣ，Ｅ 是 ＣＤ 的中点，求ＡＥ→·ＢＤ→；

（２） 若 ＡＢ ＝ ＡＣ，ｃｏｓ∠ＣＡＢ ＝ ３
５
， ＡＣ→· ＢＤ→ ＝ ４

５
，

求 ＤＣ→ ．

分析 　 （１） 取｛ＡＤ→，ＡＣ→｝ 为一组基底，则ＡＥ→ ＝
１
２
（ＡＤ→ ＋ ＡＣ→），ＢＤ→＝ ＡＤ→ － ＡＢ→＝ ＡＤ→ － （ＡＣ→ ＋ ＣＢ→） ＝ ＡＤ→

－ ＡＣ→ ＋ ＢＣ→ ＝ ３
２

ＡＤ→ － ＡＣ→，所以ＡＥ→·ＢＤ→ ＝ １
２
（ＡＤ→ ＋

ＡＣ→）· ３
２

ＡＤ→ － ＡＣ→æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ３

４
ＡＤ→２ ＋ １

４
ＡＣ→·ＡＤ→ － １

２
ＡＣ→２

＝ ３
４

× １６ ＋ １
４

× ２ × ４ × １
２

－ ２ ＝ １１．

（２） 仍取｛ＡＤ→，ＡＣ→｝ 为一组基底，则ＡＣ→·ＢＤ→ ＝

ＡＣ→·（ＡＤ→ － ＡＢ→） ＝ ＡＣ→·ＡＤ→ － ＡＣ→·ＡＢ→， 所以
４
５

＝

ＡＣ→·ＡＤ→ － １２
５
，所以ＡＣ→·ＡＤ→ ＝ １６

５
， ＤＣ→２ ＝ （ＡＣ→ － ＡＤ→） ２

＝ ＡＣ→２ － ２ ＡＣ→·ＡＤ→ ＋ ＡＤ→２ ＝ ４ － ２ × １６
５

＋ １６ ＝ ６８
５
．

所以 ＤＣ→ ＝ ２ ８５
５

．

２．２．２　 特殊基底法

如果所给图形中有垂直信息，则可以通过建立

平面直角坐标系，用坐标表示向量计算数量积，坐标

是特殊基底（单位正交基底） 背景下的概念．

例 ４　 如图 ６，半径为 ３ 的扇形 ＡＯＢ 的圆心角

为 １２０°，点 Ｃ 在弧 ＡＢ 上，且 ∠ＣＯＢ ＝ ３０°，若ＯＣ→ ＝
５４
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C

C

λ ＯＡ→ ＋ μ ＯＢ→，则 λ ＋ μ ＝ （　 　 ） ．

Ａ． ３ 　 　 Ｂ． ３
３
　 　 Ｃ．４ ３

３
　 　 Ｄ．２ ３

图 ６

解 析 　 由 已 知，
∠ＡＯＣ ＝ ９０°，建立如图所

示平面直角坐标系，则ＯＣ→

＝ （ ３ ，０）， ＯＡ→ ＝ （０， ３ ），

ＯＢ→ ＝ ３
２
， － ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，代入 ＯＣ→

＝ λ ＯＡ→ ＋ μ ＯＢ→，得（ ３ ，０） ＝

λ（０， ３ ） ＋ μ ３
２
， － ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

所以

３ ＝ ３
２
μ，

０ ＝ ３λ － ３
２
μ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

解得

λ ＝ ３
３

，

μ ＝ ２ ３
３

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

所以 λ ＋ μ ＝ ３ ，故选 Ａ．
２．３　 极化恒等式法

２．３．１　 极化恒等式

（１） 极化恒等式：设 ａ，ｂ 为两个平面向量，则

ａ·ｂ ＝ １
４
［（ａ ＋ ｂ） ２ － （ａ － ｂ） ２］ ．

证明 　 因为（ａ ＋ ｂ） ２ － （ａ － ｂ） ２ ＝ （ａ２ ＋ ２ａ·

ｂ ＋ ｂ２） － （ａ２ － ２ａｂ ＋ ｂ２）＝ ４ａ·ｂ，所以 ａ·ｂ ＝ １
４
［（ａ

＋ ｂ） ２ － （ａ － ｂ） ２］ ．

图 ７　 　 　 　 　 　 　 　 图 ８

（２） 极化恒等式的几何意义：如图 ７，平面向量

的数量积可以表示为以这组向量为邻边的平行四边

形的“和对角线” 与“差对角线” 平方差的四分之

一，即：ａ·ｂ ＝ １
４

ＡＣ→ ２ － ＢＤ→ ２( ) ．

（３） 极化恒等式的三角形模式： 如图 ８， 在

△ＡＢＣ 中，若 Ｍ 是 ＢＣ 的中点，则ＡＢ→·ＡＣ→ ＝ ＡＭ→２ －
１
４

ＢＣ→２ ．

２．３．２　 极化恒等式的应用

（１） 求数量积

例 ５　 （２０１６ 年江苏数学高考 １３ 题） 如图 ９，在
△ＡＢＣ 中，Ｄ是 ＢＣ的中点，Ｅ，Ｆ是线段 ＡＤ的两个三

等分点，ＢＡ→·ＣＡ→ ＝ ４，ＢＦ→·ＣＦ→ ＝ － １，则ＢＥ→·ＣＥ→的值

是 ．

图 ９

分析 　 ＢＡ→·ＣＡ→ ＝ ＡＢ→·

ＡＣ→，由极化恒等式，得：ＡＢ→·

ＡＣ→ ＝ ＡＤ２ － ＢＤ２，所以 ＡＤ２ －
ＢＤ２ ＝ ４，又 ＡＤ ＝ ３ＦＤ，所以

９ＦＤ２ － ＢＤ２ ＝ ４①，同理，由

ＢＦ→·ＣＦ→ ＝ － １，得 ＦＤ２ － ＢＤ２

＝ － １②，联立 ①②，得：ＦＤ２

＝ ５
８
，ＢＤ２ ＝ １３

８
，同样由极化恒等式，得ＥＢ→·ＥＣ→ ＝ ＥＤ→２

－ ＢＤ→２ ＝ ４ＦＤ２ － ＢＤ２ ＝ ４ × ５
８

－ １３
８

＝ ７
８
，所以ＢＥ→·ＣＥ→

＝ ７
８
．

图 １０

（２） 求最值

例 ６　 如图 １０，△ＡＢＣ 是

边长为２ ３ 的正三角形，ＥＦ为

△ＡＢＣ 外接圆的一条直径，Ｍ
为△ＡＢＣ的边ＢＣ上的一个动

点，求ＭＥ→·ＦＭ→的最大值．
分析 　 设圆的圆心为Ｏ，

半径为 Ｒ，因为ＭＥ→·ＦＭ→ ＝ － ＭＥ→·ＭＦ→，由极化恒等

式，得：ＭＥ→·ＭＦ→ ＝ ＯＭ２ － ＯＦ２，所以ＭＥ→·ＦＭ→ ＝ Ｒ２ －

ＯＭ２，要使ＭＥ→·ＦＭ→最大，只要 ＯＭ最小即可，过 Ｏ作

ＯＭ０ ⊥ ＢＣ，Ｍ０ 为垂足，则 ＯＭ≥ ＯＭ０，而 Ｒ ＝ ２，ＯＭ０

＝ １，所以ＭＥ→·ＦＭ→≤２２ － １２ ＝ ３，所以ＭＥ→·ＦＭ→的最

大值为 ３．
（３） 求模长

例 ７　 已知 ａ，ｂ 是平面内两个互相垂直的单位

向量，若向量 ｃ 满足，（ａ － ｃ）·（ｂ － ｃ） ＝ ０，则 ｃ 的

最大值是（　 　 ） ．

Ａ．１　 　 　 Ｂ．２　 　 　 Ｃ． ２ 　 　 　 Ｄ． ２
２

分析 　 由极化恒等式，得（ａ － ｃ）·（ｂ － ｃ） ＝
１
４
［（ａ ＋ ｂ － ２ｃ） ２ － （ａ － ｂ） ２］ ．

因为（ａ － ｃ）·（ｂ － ｃ） ＝ ０，所以（ａ ＋ ｂ － ２ｃ） ２ ＝
（ａ － ｂ） ２，因为 ａ ⊥ ｂ，化简得 ｃ２ ＝ （ａ ＋ ｂ）·ｃ，又

６４
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V／

岁(O，1)
／I

I b
I．
p＼＼堡勿(1，O)元

ａ ＝ ｂ ＝ １， 所 以 ｃ ２ ＝ ｃ·（ａ ＋ ｂ） ≤

ｃ ａ ＋ ｂ ≤ ２ ｃ ， ｃ ≤ ２，故选 Ｃ．
注 　 本题也可以建立坐标系，用向量的坐标进

行运算．

图 １１

分析 　 如图 １１，分别

取向量 ａ，向量 ｂ所在直线

为 ｘ 轴，ｙ 轴，建立平面直

角坐标系，则 ａ ＝ （１，０），
ｂ ＝ （０，１），设 ｃ ＝ （ｘ，ｙ），
因为（ａ － ｃ）·（ｂ － ｃ） ＝ ０，
所以（１ － ｘ， － ｙ）·（ － ｘ，
１ － ｙ） ＝ ０，即 ｘ２ － ｘ ＋ ｙ２ －

ｙ ＝ ０，配方得 ｘ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ｙ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ １
２
，该方程表

示圆心为 Ｍ １
２
， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，半径 ｒ 为 ２

２
的圆的方程．

　 　 又 ｃ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ，它表示点（ｘ，ｙ） 到原点 Ｍ 的

距离，由图 １１ 可知， ｃ ≤ ２ｒ ＝ ２ ，故选 Ｃ．
综上，平面向量数量积的运算，可依据问题的条

件，沿着定义法、基底（一般基底） 法、坐标（特殊基

底） 法的顺序去思考，当问题具备了几何意义（投影

概念） 条件，用几何意义（投影概念） 法会简化思路

和运算过程，同样当问题具备了极化恒等式的条件

（和向量、差向量，或三角形中线等） 时，运用极化恒

等式法同样会简化思路和运算过程．

作者简介　 曹炳友（１９６２—），男，山东新泰市人，正高级

教师，主要研究高中数学“思维建模”教学．主持省级课题 ４
项（全部结题），现主持省级重点课题“多元‘思维建模’教学

的理论建构与实践探索”（课题批准号：２０２０ＺＤ０４９），在省级

以上刊物发表论文 ３０ 余篇．

关注认知发展理论　 寻找思维突破契机
———对一道课本导数题的探究历程

北京市第一七一中学　 　 １０００１３　 　 王桢宇　 管　 悦

北 京 宏 志 中 学　 　 １０００１３　 　 王芝平　 　 　 　

　 　 【摘　 要】 　 本文通过对一道课本习题的探究，讨论了函数恒成立问题的常见解法，零点存在定理应用时的“找

点”问题，运用技巧均未超出课本习题范畴，低起点、高站位，着力培养学生数学运算素养，展示学生多角度思考．
【关键词】 　 恒成立；隐形零点；零点存在定理；找点

　 　 最近发展区理论最早由维果茨基提出，该理论

强调以学生现有的知识能力水平为基础，通过设计

不同层次的问题，促进学生自主建构新知，并引导学

生向更高层次发展．
笔者认为教学实施过程，需要建立在充分了解

学生认知的基础上，搭建现实发展水平与潜在发展

水平的桥梁，教学设计中需要以“尊重学情、合理梯

度、低端统一、高端开放” 为原则：即要充分考虑学

生的现有水平和能力及已经掌握的知识进行设计，
甚至要预设学生完成情况进行适时调整，尤其是要

关注群体内学生认知差异，重点落实基本技能，基本

方法，并有较高站位，设计试题的外延，研出味道．
本文以一道课本例题的研究课为例，呈现如何

结合学生认知进行教学设计，一孔之见，抛砖引玉．

１　 题目再现

人民教育出版社 ２０１９《普通高中教科书选择性

必修第二册》（Ａ 版） 第 １０４ 页 １８ 题［１］：ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ －
ｌｎ（ｘ ＋ ｍ） ．当 ｍ ≤ ２ 时，求证：ｆ（ｘ） ＞ ０．
２　 参考解答

与上述教科书配套的教师教学用书给出的参考

答案：
当ｍ≤２，ｘ∈（ － ｍ， ＋∞） 时，ｌｎ（ｘ ＋ ｍ） ≤ｌｎ（ｘ

＋ ２），则有 ｆ（ｘ） ＝ ｅｘ － ｌｎ（ｘ ＋ ｍ） ≥ ｅｘ － ｌｎ（ｘ ＋ ２） ．
故只需证明当 ｍ ＝ ２ 时，ｆ（ｘ） ＞ ０．

当ｍ ＝ ２时，函数ｆ ′（ｘ） ＝ ｅｘ － １
ｘ ＋ ２

在区间（ － ２，

＋ ∞） 上单调递增．又ｆ ′（ － １） ＜ ０， ｆ ′（０） ＞ ０，故
ｆ ′（ｘ） ＝ ０ 在区间（ － ２， ＋ ∞） 上有唯一实根 ｘ０，且

７４
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