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　 　 【摘　 要】 　 解析几何中的创新题型大致分为四类：定义新的概念、创设新的情景、设置新的交汇、建模新的应

用．本文结合相关高考模拟题予以分类解析，旨在探索题型规律，揭示解题方法．
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　 　 新课程标准要求考生对“新颖的信息、情景和设

问，选择有效的方法和手段收集信息，综合与灵活地

应用所学的数学知识、思想和方法，进行独立思考、探
索和探究，提出解决问题的思路， 创造性地解决问

题．” ［１］ 随着新一轮课程改革的深入和推进，高考的改

革使知识立意转向能力立意，强化学科素养和关键能

力的考查，推出了一批新颖而又别致，具有创新意识

和创新思维的新题．本文采撷解析几何中的创新题型

并予以分类解析，旨在探索题型规律，揭示解题方法．
１　 定义新的概念

例 １　 （２０２１·福州市模拟题）（多选） 瑞士数学

家欧拉 １７６５ 年在其所著的《三角形的几何学》 一书中

提出：任意三角形的外心、重心、垂心在同一条直线

上，后人称这条直线为欧拉线． 已知 △ＡＢＣ 的顶点

Ａ（ － ４，０），Ｂ（０，４），其欧拉线方程为 ｘ － ｙ ＋ ２ ＝ ０，则
顶点 Ｃ 的坐标可以是（　 　 ） ．

Ａ．（２，０）　 　 　 　 Ｂ．（０，２）
Ｃ．（ － ２，０）　 　 Ｄ．（０， － ２）
答案：选 ＡＤ．
点评 　 本题以“欧拉线” 为载体，考查考生的信

息迁移能力和运算求解能力，阅读并领悟“欧拉线”
的实质是解决问题的关键．本题是多选题，是新高考

标志性的新题型．
例 ２　 （２０２１·青岛市模拟题）（多选） 古希腊著

名数学家阿波罗尼斯与欧几里得、阿基米德齐名，他
发现： “平面内到两个定点 Ａ，Ｂ 的距离之比为定值

λ（λ ≠ １） 的点的轨迹是圆．［２］” 后来，人们将这个圆

以他的名字命名，称为阿波罗尼斯圆，简称阿氏圆．平
面直角坐标系 ｘＯｙ 中，Ａ（ － ２，０），Ｂ（４，０），点 Ｐ 满足

｜ ＰＡ ｜
｜ ＰＢ ｜

＝ １
２
．设点 Ｐ 的轨迹为 Ｃ，则下列结论正确的是

（　 　 ） ．
Ａ．Ｃ 的方程为（ｘ ＋ ４） ２ ＋ ｙ２ ＝ ９
Ｂ．在 ｘ 轴上存在异于 Ａ，Ｂ 的两定点 Ｄ，Ｅ，使得

｜ ＰＤ ｜
｜ ＰＥ ｜

＝ １
２

Ｃ．当 Ａ，Ｂ，Ｐ 三点不共线时，射线 ＰＯ 是 ∠ＡＰＢ 的

平分线

Ｄ．在 Ｃ 上存在点 Ｍ，使得 ｜ ＭＯ ｜ ＝ ２ ｜ ＭＡ ｜
答案：选 ＢＣ．
点评 　 本题以“阿波罗尼斯圆” 为背景，考查圆

的方程、直线与圆的位置关系，考查考生的运算求解

能力和逻辑推理能力，弘扬和传承魅力无穷的数学文

化，激发学生学习数学的乐趣和内在动力．

例 ３　 （２０２１·襄阳市模拟题） 定义曲线
ａ２

ｘ２
＋ ｂ２

ｙ２
＝

１ 为椭圆
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １的“倒椭圆” ．已知椭圆 Ｃ１：

ｘ２

４
＋ｙ２

＝ １，它的“倒椭圆”Ｃ２：
４
ｘ２

＋ １
ｙ２

＝ １ 的一个对称中心为

；过“倒椭圆”Ｃ２ 上的点 Ｐ 作直线 ＰＡ 垂直 ｘ 轴

于点 Ａ，作直线 ＰＢ垂直 ｙ 轴于点 Ｂ，则直线 ＡＢ与椭圆

Ｃ１ 的公共点个数为 ．
答案：（０，０）；１．
点评 　 本题给出“倒椭圆” 的概念让学生领悟，

在弄懂新概念的基础上，结合已有的数学知识和方

法，即可顺利解决问题．本题是“双空题”，是新高考惯

用的一种创新题型．
２　 创设新的情景

例 ４　 （２０２１·泉州市模拟题） 圆锥曲线的光学性

质（如图 １，图 ２ 所示，其中 Ｆ１，Ｆ２ 分别为椭圆（双曲

线） 的左、右焦点） 在建筑、通讯、精密仪器制造等领

图 １　 　 　 　 　 　 　 　 图 ２

域有着广泛的应用．如图 ３，一个光学装置由有公共焦

点 Ｆ１，Ｆ２ 的椭圆 Ｃ与双曲线 Ｃ′构成，一光线从左焦点

３２
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Ｆ１ 发出，依次经过Ｃ′，Ｃ反射，又回到点Ｆ１，历时ｍ秒；
如图 ４，若将装置中的 Ｃ′去掉，则该光线从点 Ｆ１ 发出，
经过Ｃ反射两次后又回到点Ｆ１，历时 ｎ秒．若Ｃ与Ｃ′的

离心率之比为
１
３
，则ｍ

ｎ
＝ ．

解析 　 设椭圆的长半轴长为 ａ１，双曲线的实半

轴长为 ａ２ ．
在图 ３ 中， 由椭圆的定义得 ＢＦ１ ＋ ＢＦ２ ＝

２ａ１①，由双曲线的定义得 ＡＦ２ － ＡＦ１ ＝ ２ａ２②，① －
② 得 ＡＦ１ ＋ ＡＢ ＋ ＢＦ１ ＝ ２ａ１ － ２ａ２，所以 △ＡＢＦ１

的周长为 ２ａ１ － ２ａ２ ．在图 ４中，光线从椭圆的一个焦点

Ｆ１ 发出，经椭圆反射后经过椭圆的另一个焦点 Ｆ２，即
直线ＥＤ过点Ｆ２，所以△ＥＤＦ１ 的周长为４ａ１ ．又Ｃ与Ｃ′

焦点相同，离心率之比为
１
３
，所以ａ１ ＝ ３ａ２ ．

图 ３　 　 　 　 　 　 　 　 图 ４

注意到两次所用时间分别为 ｍ，ｎ，光线速度相

同，所以
ｍ
ｎ

＝
２ａ１ － ２ａ２

４ａ１

＝
６ａ２ － ２ａ２

１２ａ２

＝ １
３
．

点评 　 本题给出的情景新颖别致，考查椭圆和双

曲线的定义与光学性质，破解此题的关键是利用椭圆

和双曲线的定义与光学性质，分别求出图 ３ 中光线经

历的路程为 ２ａ１ － ２ａ２，图 ４ 中光线经历的路程为 ４ａ１ ．

图 ５

例 ５　 （２０２１·宜昌市

模拟题）“嫦娥四号” 探测

器于 ２０１９ 年 １ 月在月球背

面成功着陆．如图 ５所示，假
设“嫦娥四号” 卫星沿地月

转移轨道飞向月球后，在月

球附近一点 Ｐ 变轨进入以

月球球心Ｆ为一个焦点的椭圆轨道Ⅰ绕月飞行，之后

卫星在Ｐ点第二次变轨进入仍以Ｆ为一个焦点的椭圆

轨道 Ⅱ 绕月飞行，若用 ｅ１ 和 ｅ２ 分别表示椭圆轨道 Ⅰ
和 Ⅱ 的离心率，则（　 　 ） ．

Ａ． ｅ１ ＞ ｅ２ 　 　 Ｂ． ｅ１ ＜ ｅ２ 　 　 Ｃ． ｅ１ ＝ ｅ２
Ｄ． ｅ１ 与 ｅ２ 的大小关系不能确定

答案：选 Ａ．
点评 　 本题以“嫦娥四号” 探月卫星的运行轨道

为载体，考查椭圆的几何性质，穿插考查不等式的基

本性质，激发学生的爱国热情和民族自豪感．
３　 设置新的交汇

例６　 （２０２１·成都市模拟题） 已知双曲线Ｃ：ｘ
２

ａ２
－

ｙ２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０） 的左、右焦点分别是 Ｆ１，Ｆ２，点 Ｐ

是双曲线 Ｃ 右支上异于顶点的点，点 Ｈ 在直线 ｘ ＝ ａ

上，且满且ＰＨ→ ＝ λ
ＰＦ１
→

ＰＦ１
→ ＋

ＰＦ２
→

ＰＦ２
→

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，λ ∈ Ｒ．

若 ５ ＨＰ→ ＋ ４ ＨＦ２
→ ＋ ３ ＨＦ１

→ ＝ ０，则双曲线 Ｃ 的离心

率为（　 　 ） ．
Ａ．３　 　 　 Ｂ．４　 　 　 Ｃ．５　 　 　 Ｄ．６
答案：选 Ｃ．
点评 　 本题是双曲线与平面向量的交汇综合

题，根据条件可确定 Ｈ在∠Ｆ１ＰＦ２ 的平分线上，结合

点 Ｈ 在直线 ｘ ＝ ａ 上，可知 Ｈ 是 △ＰＦ１Ｆ２ 的内心，由

５ ＨＰ→ ＋ ４ ＨＦ２
→ ＋ ３ ＨＦ１

→ ＝ ０，可求出 Ｆ１Ｆ２ ∶ ＰＦ１ ∶
ＰＦ２ ＝ ５ ∶ ４ ∶ ３，再利用双曲线的定义即可求解．

图 ６

例７　 （２０２１·武汉市模拟题）
如图 ６，已知抛物线 Ｃ：ｙ２ ＝ ４ｘ，过
点 Ａ（１，２） 作抛物线 Ｃ 的弦 ＡＰ，
ＡＱ．设直线 ＰＱ 过点 Ｔ（５， － ２），则
以 ＰＱ 为底边的等腰 △ＡＰＱ 的个

数为（　 　 ） ．
Ａ．１　 　 Ｂ．２　 　 Ｃ．３　 　 Ｄ．４
答案：选 Ａ．
点评 　 本题是抛物线与函数

相交汇的综合题，设出直线 ＰＱ的方程为 ｘ ＝ ｍｙ ＋ ｎ，
由解析几何和平面几何知识得到关于ｍ的方程ｍ３ ＋
ｍ２ ＋ ３ｍ － １ ＝ ０，构造函数并结合函数的单调性和零

点存在性定理可知，该方程有唯一实根，进而得到满

足条件的等腰 △ＡＰＱ 有且只有一个．
例 ８　 （２０２１·江苏四校联考题）（多选） 如图 ７，

已知正方体 ＡＢＣＤ⁃Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的棱长为 ２，Ｍ 为 ＤＤ１

的中点，Ｎ 为正方形 ＡＢＣＤ 内一动点，则下列结论中

正确的是（　 　 ） ．

图 ７

Ａ．若 ＭＮ ＝ ２，则 ＭＮ 中

点的轨迹长度为 π
Ｂ．若Ｎ到直线ＢＢ１ 与到

直线 ＤＣ 的距离相等，则 Ｎ
的轨迹为抛物线的一部分

Ｃ．若 Ｄ１Ｎ 与 ＡＢ 所成的

角为 ６０°，则 Ｎ 的轨迹为双

曲线的一部分

４２
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J～y

／f

J I

乒≤—一抛物线

乞＼胭～
(

f

∥
}j 爻

，

f

一

Ｄ．若 ＭＮ 与平面 ＡＢＣＤ 所成的角为 ６０°，则 Ｎ 的

轨迹为椭圆

解析 　 对于 Ａ，连接 ＤＮ，因为ＭＮ ＝ ２，ＭＤ ＝ １，

ＭＤ ⊥ ＤＮ，所以 ＤＮ ＝ ３ ，则 ＭＮ 的中点到 ＭＤ 的中

点的距离为
３
２
，所以ＭＮ的中点的轨迹是以ＭＤ的中

点为圆心， ３
２

为半径且平行于平面 ＡＢＣＤ 的
１
４

圆

周，其长度为
１
４

× ２π × ３
２

＝ ３π
４

，故 Ａ 错误．

对于 Ｂ，连接ＮＢ，因为 ＢＢ１ ⊥平面 ＡＢＣＤ，ＮＢ⊂
平面 ＡＢＣＤ，所以 ＮＢ ⊥ ＢＢ１，所以 ＮＢ 之长即为 Ｎ到

直线 ＢＢ１ 的距离，在平面 ＡＢＣＤ内，点 Ｎ到定点 Ｂ 的

距离与到定直线ＤＣ的距离相等，所以点Ｎ的轨迹就

是以 Ｂ 为焦点，ＤＣ 为准线的抛物线的一部分，故 Ｂ
正确．

图 ８

对于Ｃ，如图８，以Ｄ
为原点，分别以ＤＡ，ＤＣ，
ＤＤ１ 所在直线为 ｘ 轴，ｙ
轴，ｚ 轴建立空间直角坐

标 系， 则 Ａ（２，０，０），
Ｂ（２，２，０），Ｄ１（０，０，２），
设 Ｎ（ｘ，ｙ，０）（０ ＜ ｘ ＜

２，０ ＜ ｙ ＜ ２）， Ｄ１Ｎ
→ ＝

（ｘ，ｙ， － ２），ＡＢ→ ＝ （０，２，０），ｃｏｓ６０° ＝ ＤＮ→·ＡＢ→

ＤＮ→· ＡＢ→
＝

２ｙ

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ４ × ２
＝ １

２
，化简得 ３ｙ２ － ｘ２ ＝ ４（０ ＜ ｘ ＜

２，０ ＜ ｙ ＜ ２），所以 Ｎ 的轨迹为双曲线的一部分，故
Ｃ 正确．

对于 Ｄ， 易知 ＭＮ 与平面 ＡＢＣＤ 所成的角为

∠ＭＮＤ，所以∠ＭＮＤ ＝ ６０°，则ＤＮ ＝ ３
３

，所以点Ｎ的

轨迹是以 Ｄ 为圆心， ３
３

为半径的
１
４

圆周，故 Ｄ 错误．

故选 ＢＣ．
点评 　 本题是立体几何与解析几何的交汇综

合题，紧扣圆的定义、抛物线的定义，可判断 Ａ，Ｂ，Ｄ
三个选项的正误，对于 Ｃ 选项，建立空间直角坐标

系，利用向量的工具性得点 Ｎ 的坐标需满足的等式，
即可判断 Ｃ 选项的正误．
４　 建模新的应用

例 ９　 （２０２１·南京市模拟题） 如图 ９所示，抛物

面天线是指由抛物面（抛物线绕其对称轴旋转所成

的曲面） 反射器和位于其焦点上的照射器（馈源，通
常采用喇叭天线） 组成的单反射面型天线，广泛应

用于微波和卫星通讯等，具有结构简单、方向性强、

图 ９

工作频带宽等特点． 图
１０ 是图 ９ 的轴截面，Ａ，Ｂ
两点关于抛物线的对称

轴对称，Ｆ是抛物线的焦

点，∠ＡＦＢ 是馈源的方

向角，记为 θ．焦点 Ｆ 到

顶点的距离 ｆ 与口径 ｄ

的比值
ｆ
ｄ

称为抛物面天

线的焦径比，它直接影响天线的效率与信噪比等．如
果某抛物面天线的焦径比等于 ０．５，那么馈源的方向

角 θ 的正切值为 ．

图 １０　 　 　 　 　 　 　 　 图 １１

解析 　 建立如图 １１所示的平面直角坐标系，设

抛物线方程为 ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０），则 ｆ ＝ ｐ
２
，又 ｆ

ｄ
＝ ０．５，

所以 ｄ ＝ ｐ，因为 Ａ，Ｂ两点关于 ｘ轴对称，所以 Ａ，Ｂ的

纵坐标分别为
ｐ
２
， － ｐ

２
，则 Ａ ｐ

８
， ｐ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｂ ｐ

８
， － ｐ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

直线 ＢＦ的斜率 ｋ ＝

ｐ
２

ｐ
２

－ ｐ
８

＝ ４
３
，由抛物线的对称性

可知直线ＢＦ的倾斜角等于
θ
２
，所以 ｔａｎ θ

２
＝ ４

３
，所以

ｔａｎθ ＝
２ｔａｎ θ

２

１ － ｔａｎ２ θ
２

＝

８
３

１ － １６
９

＝ － ２４
７
．

点评 　 本题考查抛物线的几何性质、直线的斜

率公式、二倍角公式．考查的学科素养是理性思维、
数学应用、数学探索．

（下转封底）

５２

中学数学杂志　 ２０２２ 年第 ３ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　

万方数据



上

主

干
彳

p

道

轳矽Q．B

（上接 ２５ 页）
例 １０　 （２０２１·长沙市模拟题） 某城市决定在

夹角为 ３０°的两条道路 ＥＢ，ＥＦ之间建造一个半椭圆

形的主题公园，如图 １２ 所示， ＡＢ ＝ ２ 千米，Ｏ为 ＡＢ
的中点，ＯＤ 为椭圆的长半轴，在半椭圆形区域内再

建造一个三角形游乐区域 ＯＭＮ，其中 Ｍ，Ｎ 在椭圆

上，且 ＭＮ 的倾斜角为 ４５°，ＭＮ 交 ＯＤ 于 Ｇ．

图 １２

（１） 若 ＯＥ ＝ ３千米，为
了不破坏道路 ＥＦ，求椭圆长

半轴的最大值；
（２） 若椭圆的离心率为

３
２
，当 ＯＧ 为何值时，游乐

区域 △ＯＭＮ 的面积最大？
分析 　 （１） 建立恰当的

平面直角坐标系，得椭圆方

程为
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２ ＝ １（ａ ＞ １），由题意求出直线 ＥＦ 的方

程，把直线 ＥＦ的方程与椭圆方程联立，利用直线 ＥＦ
与半椭圆至多有一个交点，得 ａ 所满足的不等式，解
不等式得 ａ 的取值范围，从而得椭圆长半轴长的最

大值；（２） 求出椭圆方程，设 Ｇ（ｍ，０），根据题意设出

直线 ＭＮ 的方程，联立直线 ＭＮ 的方程与椭圆方程，

利用根与系数的关系表示出 △ＯＭＮ 的面积，利用基

本不等式，即可求出游乐区域 △ＯＭＮ 面积的最大值

及相应的 ＯＧ 的值．

答案：（１） 椭圆长半轴长的最大值为
２ ６
３

；

（２） 当 ＯＧ 为
１０
２

千米时，游乐区域 △ＯＭＮ

的面积最大．
点评 　 本题是以半椭圆为背景的实际应用题，

考查考生的数学建模能力和运算求解能力，是一道

优秀的创新题．
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