
极值点偏移问题的常见解法
———以 ２０２１年高考数学新高考 I卷第 ２２题为例
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  摘  要 ：极值点偏移问题在近几年高考及各种模考中通常以压轴题的形式出现 ，这类问题对数学思维能

力和基本功要求较高 ，体现了转化化归 、数形结合 、函数与方程等数学思想 ，注重数学核心素养的考查 ．本文

以 ２０２１年新高考数学 I卷的压轴题为例 ，给出了极值点偏移问题的常用解法 ．
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  极值点偏移问题以导数为背景 ，考查学生运
用函数与方程 、数形结合 、转化与化归等思想解决
问题的能力 ．此类问题呈现形式往往比较简洁 ，涉
及函数的双零点 ，是多元函数问题 ．

1  极值点偏移的概念
若函数 f （x ）满足对定义域内任意自变量 x

都有 f （x ） ＝ f （２ x ０ － x ） ，则函数 f （x ）关于直线
x ＝ x ０ 对称 ；可以理解为函数 f （x ）在对称轴两
侧 ，函数值变化快慢相同 ，且若 f （x ）为单峰（谷）

函数 ，则 x ＝ x ０ 必为 f （x ）的极值点 ．若 f （x ） ＝ c

的两根中点为
x １ ＋ x ２

２
，则
x １ ＋ x ２

２
＝ x ０ ，即极值

点在两根的正中间 ，也就是极值点没有偏移 ．

若相等变为不等 ，即
x １ ＋ x ２

２
≠ x ０ ，则为极值

点偏移 ．若单峰（谷）函数 f （x ）的极值点为 x ０ ，

且函数极值点 x ０ 左右两侧变化快慢不同 ，故单峰
（谷）函数 f （x ）在定义域内任意不同的实数 x １ ，

x ２ 满足 f （x １ ） ＝ f （x ２ ） ，则
x １ ＋ x ２

２
与极值点 x ０

必有确定的大小关系 ：

（１）若 x ０ ＜
x １ ＋ x ２

２
，则称为极值点左偏（如

图 １ 、图 ２） ．

图 １           图 ２

（２）若 x ０ ＞
x １ ＋ x ２

２
，则称为极值点右偏（如

图 ３ 、图 ４） ．

图 ３           图 ４

2  原题再现
（２０２１年新高考数学 I卷第 ２２题）已知函数

f （x ） ＝ x （１ － ln x ） ．（１）讨论 f （x ）的单调性 ；

（２）设 a ，b为两个不相等的正数 ，且 bln a － aln b ＝
a － b ，证明 ：２ ＜

１

a ＋
１

b ＜ e ．
此题以基本初等函数为背景 ，主要考查了函

数的单调性 、利用导数证明不等式 ，考查了函数与
方程 、数形结合 、转化与化归等思想方法 ，并突出
考查了学生分析问题和解决问题的能力 ．

该题的第（１）题通过求导分析可得 f （x ）在
区间（０ ，１）上单调递增 ，在区间（１ ，＋ ∞ ）上单调
递减 ．而第（２）题首先要进行形式上的化简 ，尽量
往此题原函数 f （x ）的形式上转化 ．因此 bln a －

aln b ＝ a － b可变形为 b（ln a ＋ １） ＝ a（ln b ＋ １） ，

即
ln a ＋ １

a ＝
ln b ＋ １

b ，若令 x １ ＝ １

a ，x ２ ＝ １

b ，则第

（２）题即为 f （x １ ） ＝ f （x ２ ）时证明２ ＜ x １ ＋ x ２ ＜

e ．这样该题就是一道很典型的极值点偏移问题 ．

3  方法剖析
3 ．1  构造极值对称差函数

函数 f （x ） 的极值点为 x ０ ，若 f （x １ ） ＝

f （x ２ ） ，要证 x １ ＋ x ２ ＞ ２ x ０ （或 x １ ＋ x ２ ＜ ２ x ０ ） ，

往往构造对称差函数 F（x ） ＝ f （x ） － f （２ x ０ －

x ）（x ＜ x ０ ） ，研究 F（x ）的单调性 ，结合 F（x ０ ） ＝

０判断 F（x ）的符号 ，进而得到 f （x ）与 f （２ x ０ －

x ）的大小关系 ，即 f （x １ ） ＝ f （x ２ ）与 f （２ x ０ －
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x １ ）的大小关系 ，最后利用 f （x ）的单调性得到
x ２ 与 ２ x ０ － x １ 的大小关系 ．

因此该题结合第（１）问单调性 ，构造差函数
F（x ） ＝ f （x ） － f （２ － x ） ＝ x （１ － ln x ） － （２ －

x ）［１ － ln（２ － x ）］（x ＜ １） ，求导可得 F′（x ） ＝

－ ln x － ln（２ － x ） ，F″（x ） ＝ －
１

x ＋
１

２ － x ＝

２（x － １）

x （２ － x ） ．当 x ∈ （０ ，１） 时 ，F″（x ） ＜ ０ ，故

F′（x ）在（０ ，１）上单调递减 ，此时 F′（x ） ＞ ０ ，

F（x ） ＜ F（１） ＝ ０ ，即 x ∈ （０ ，１）时 ，f （x ） ＜

f （２ － x ） ．根据 f （x １ ） ＝ f （x ２ ） ，不妨设０ ＜ x １ ＜

１ ＜ x ２ ，则 f （x １ ） ＜ f （２ － x １ ） ，即 f （x ２ ） ＜

f （２ － x １ ） ．根据第（１）题可知 f （x ）在（１ ，＋ ∞ ）

上单调递减 ，且 x ２ ，２ － x １ ∈ （１ ，＋ ∞ ） ，即得
x ２ ＞ ２ － x １ ，即 x １ ＋ x ２ ＞ ２ ，得证 ．

点评  构造对称差函数是极值点偏移问题
的一种通性解法 ，主要用来解决两数和或者积与
极值点相关的不等式证明问题 ．本题求证的不等
式中含有两个变量 ，对于此类问题一般的求解思路
是将两个变量分到不等式的两侧 ，然后根据函数的
单调性 ，通过两个变量之间的关系“减元” ，建立新
函数 ，最终将问题转化为函数的单调性来求解 ．

事实上 ，有关极值点偏移的问题在高中阶段
大多与指对数函数相关 ，而双变量的不等关系自
然也可以捆绑借助对数平均不等式链来解决 ．

3 ．2  利用对数平均不等式
两正数 a ，b 的对数平均定义是 L （a ，b） ＝

a － b
ln a － ln b ，a ≠ b ，

a ， a ＝ b ．
对数平均与算数平均 、几何

平均的大小关系是 ab ≤ L （a ，b） ≤
a ＋ b
２

（当且

仅当 a ＝ b时取等号） ．

当 a ＞ b时 ， ab ＜
a － b

ln a － ln b ＜
a ＋ b
２

，即

ab
a － b ＜

１

ln ab
＜

a ＋ b
２（a － b） ，即

a
b －

b
a ＞

ln ab ＞

２
a
b － １

a
b ＋ １

， 即 对 任 意 的 x ＞ １ ，

２（x － １）

x ＋ １
＜ ln x ＜ x －

１

x
．令 t ＝ x ，则

ln t２ ＜ t － １

t ，即对任意的 x ＞ １ ，
２（x － １）

x ＋ １
＜

ln x ＜
１

２
x －

１

x ．同理可得对任意的 ０ ＜ x ＜

１ ，
２（x － １）

x ＋ １
＞ ln x ＞

１

２
x －

１

x ．

由题意
ln a ＋ １

a ＝
ln b ＋ １

b ，不妨设 ０ ＜ a ＜

１ ＜ b ，则ln a ＋ １

a ＞

１

２
a －

１

a ＋ １

a ，
ln b ＋ １

b ＜

１

２
b － １

b ＋ １

b ，即

１

２
a － １

a ＋ １

a ＜

１

２
b － １

b ＋ １

b ，

化简得 １ －
１

a２ ＋
２

a ＜ １ －
１

b２ ＋
２

b ，即得
１

a ＋

１

b ＞ ２ ．

这里要说明的是 ，对数不等式在考场上并不
能直接使用 ，用必证之（证明见文［１］） ．

点评  应用对数平均不等式链来证明双变
量不等式 ，思路简捷 、别具新意 、易于理解和掌握 ，

在证明解答题时要“先证后用” ．对数平均不等式
的运用是近几年数学竞赛 、高考数学命题的理论
背景 ，它包含多个不等式 ，为我们提供了多种巧妙
放缩的途径 ，我们可以根据证明的需要合理选取
其中一个来达到不等式证明的目的 ．

3 ．3  消元构造一元函数
原题的右边需证明 x １ ＋ x ２ ＜ e ，如果用方法 １

来构造差函数 ，会用到部分高等数学中的极限知
识 ．因此这里构造差函数并不是最好的方法 ，可以
考虑放缩消元或者齐次消元 ．

方法 １  根据 f （x １ ） ＝ f （x ２ ） ，即 x １ （１ －

ln x １ ） ＝ x ２ （１ － ln x ２ ） ，且０ ＜ x １ ＜ １ ＜ x ２ ，可得
x １ （１ － ln x １ ） ＞ x １ ，故 x １ ＋ x ２ ＜ x １ （１ － ln x １ ） ＋
x ２ ＝ x ２ （１ － ln x ２ ） ＋ x ２ ＝ x ２ （２ － ln x ２ ） ．构造
函数 h（x ） ＝ x （２ － ln x ）（x ＞ １） ，求导可得
h′（x ） ＝ １ － ln x ．当 x ∈ （１ ，e）时 ，h′（x ） ＞ ０ ；当
x ∈ （e ，＋ ∞ ）时 ，h′（x ） ＜ ０ ．故 h（x ）在（１ ，e）上
单调递增 ，在（e ，＋ ∞ ）上单调递减 ，所以 h（x ） ≤

h（e） ＝ e ，即 x １ ＋ x ２ ＜ e得证 ．

方法 ２  根据 f （x １ ） ＝ f （x ２ ） ，即 x １ （１ －

ln x １ ） ＝ x ２ （１ － ln x ２ ） ，且０ ＜ x １ ＜ １ ＜ x ２ ，可以

令 t ＝ x
２

x １ （t ＞ １） ，即 x １ （１ － ln x １ ） ＝ tx １ （１ －

ln tx １ ） ，解得 ln x １ ＝ １ －
tln t
t － １

，故 x １ ＋ x ２ ＝ （１ ＋

t）x １ ＝ （１ ＋ t）e１ － tln tt －１ ．因此 ，要证 x １ ＋ x ２ ＜ e ，只要
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一道课本习题的溯源 、破解与思考

张志刚  （山东省宁阳县复圣中学  ２７１４００）

  摘  要 ：对一道最大张角教材习题进行深度剖析 ，探寻题目的本质与历史渊源 ，提出问题的直观感知和

代数论证的解决方案 ，并就问题中蕴含的核心素养价值进行了解读 ．

关键词 ：米勒问题 ；核心素养 ；直观想象 ；数学建模
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  徐章韬教授提出 ，理想的课堂是“学术”“技
术”“艺术”三“术”交织的课堂 ．作为教师 ，其修为要

能“上通数学 、下达课堂” ，能做“顶天立地”之事 ．然
三“术”的发展具有序列性 ，先要解决一些“技术”问
题 ，首先表现在教师能深刻研读教材 ，能看到教材背
后的“微言要义” ．课程教材承载的是传统成熟内容 ，

是数学工作者集体智慧的结晶 ，不仅具备完整的学
科知识体系 ，同时也是教师实施教学和学生学习的

重要材料 ，而作为教材重要组成部分的习题理应置
于显著的位置上 ．众多高考试题和竞赛试题都是从
课本例题或习题出发 ，经过改编 、综合 、拓展 、嫁接而
来 ，具体表现为 ：课本例题 、习题数据的变更 ，课本例
题 、习题条件的拓展 ，课本例题 、习题背景的变换 ，课
本例题 、习题的应用等［１］

．对典型习题的深度挖掘有

利于我们发现问题的内涵和本质 ，“揭秘”题目背后
的故事与历史渊源 ，概括归纳深藏其中的思维主线 ，

以此为中心推而广之 ，可以收到以一敌百的良好成

效 ．事实上 ，“小题深挖”“一题多法”“一题多变”“多
题一法”充分体现了教学的简约性功能 ，能在尽可

能短的时间内传播尽可能多的数学思想 ，对题海战
术也是一种“反制” ，历来都是我国习题课教学的宝
贵经验 ，在继承与发展的道路上 ，我们应使其焕发新
的生机 ．下面举例说明 ．

1  题目再现

 图 １

普通高中课程标准试验教科

书必修《数学 ５》（人教版 ２００７年 １

月第３版 ，A版）第１０１页习题３ ．４B
组第 ２题 ：如图 １ ，树顶 A 离地面
a m ，树上另一点 B离地面 b m ，在

离地面 c m的 C处看此树 ，离此树

多远时视角最大 ？

2  问题剖析
2 ．1  问题探源
本题源于历史上经典的米勒问题 ．１４７１年 ，德国

证（１ ＋ t）e１ － tln tt －１ ＜ e ，即证１ ＋ t ＜ e tln tt －１ ．于是只要证
（t － １）ln（１ ＋ t） － tln t ＜ ０在 t ＞ １时恒成立 ．继
而构造一元函数 φ（t） ＝ （t － １）ln（１ ＋ t） －

tln t（t ＞ １） ，求导得 φ′（t） ＝ ln（１ ＋ t） ＋ t － １

１ ＋ t －

ln t － １ ＝ ln １ ＋ t
t －

２

１ ＋ t ＜
１ ＋ t
t － １ －

２

１ ＋ t ＝

１ － t
t（１ ＋ t） ＜ ０恒成立 ．（这里有一个重要的对数切

线不等式 ln x ≤ x － １的放缩 ，需证明）

所以 φ（t）在（１ ，＋ ∞ ）上单调递减 ，故 t ＞ １

时 ，φ（t） ＝ （t － １）ln（１ ＋ t） － tln t ＜ φ（１） ＝ ０ ，即
得证 x １ ＋ x ２ ＜ e ．
点评  上述两种解答都充分体现了数学核

心素养对解题的思路引领 ．两种解法分别建立了
对应的数学模型 ，通过逐步深入的逻辑推理和数
据分析 、数学运算简化问题 ，最后使问题得以轻松
解决 ．放缩法是证明不等式的常用方法 ，方法 １利

用不等式性质放缩 ，方法 ２利用对数切线不等式
ln x ≤ x － １进行有目标的放缩 ，能达到事半功倍
的效果 ．其中利用比（差）值代换是解决极值点偏
移的另一种简单快捷的方法 ，利用两数之比（差）

作为变量 t ，继而将所求解问题转化为关于 t的函
数问题求解 ，将双变量问题转化为单变量问题 ，从
而实现消元的目的 ．

极值点偏移问题在全国高考中属于高频题
型 ，此类问题由浅入深 ，对计算难度 、思维深度的
要求逐步提高 ，很好地体现了数学的科学性 、应用
性和创造性 ．解决这类问题 ，本质上就是将双变量
问题转化为单变量问题 ，建立相应的数学模型 ，通
过逐步深入的逻辑推理和数据分析 、数学运算简
化问题 ，最后使问题得以轻松解决 ．
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