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向 “通性通法”求 “长期利益”
———以 ２０２１ 年浙江高考 ２１ 题为例

杭州绿城育华学校　 　 ３１００００　 　 张旭强

　 　 【摘　 要】 　 笔者认为重“通性通法”的数学教学能够追求数学教育的“长期利益”，本文以 ２０２１ 年浙江高考解

析几何 ２１ 题为例，从“通性通法”的角度对此题进行解法分析，及分析此题对高中数学后续复习备考的启示．
【关键词】 　 高中数学；通性通法；解析几何；浙江高考

　 　 高考通过解题来反馈学生的数学能力，高考分

数是数学学习的眼前利益，与之相对的是“长期利

益”，何为数学学习的“长期利益” 呢？ 结合课标［１］

数学核心素养的要求，笔者认为教师通过数学教学

帮助学生形成理性思维、科学精神和促进个人智力

发展的过程应是数学教学所要追求的“长期利益” ．
章建跃博士在《注重通性通法才是好数学教

学》 一文中所述，解题教学中，注重“通性通法” 是追

求“长期利益” 的有效途径．“通性” 就是概念所反映

的数学基本性质；“通法” 就是概念所蕴含的思想方

法．解题教学中，注重基础知识及其蕴含的数学思想

方法，才是追求数学教学的“长期利益” ［２］ ．
２０２１ 年高考落下帷幕，数学题难易的评价持续

占据各大网络论坛．今年浙江数学试卷评论最多的

是“后两题很难”，其中一为 ２１ 题解析几何大题．解
析几何作为高中数学重要知识，蕴涵着数学主要的

思想和方法，所以解决解析几何问题中涉及的通法

也是多样的．
试题呈现

图 １

如图 １，已知 Ｆ 是抛物线

ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０） 的焦点，Ｍ是

抛物线的准线与 ｘ 轴的交点，
且 ＭＦ ＝ ２．

（１） 求抛物线的方程；
（２） 设过点 Ｆ 的直线交

抛物线于Ａ，Ｂ两点，若斜率为

２ 的直线 ｌ 与直线 ＭＡ，ＭＢ，
ＡＢ，ｘ轴，依次交于点 Ｐ，Ｑ，Ｒ，
Ｎ，且满足 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，求直线 ｌ 在 ｘ 轴上

截距的取值范围．

此题满分 １５分，全省平均分 ６分左右，第一问求

抛物线方程 ｙ２ ＝ ４ｘ 比较简单，４ 分，可见第二问均分

较低．
中学解析几何将几何图形置于直角坐标系中，

用代数方法研究几何图形，计算量大且繁琐，这会影

响学生的解题．实际教学中，教师要有突出重点的

“通性通法” 实践，作为解析几何的重点就是如何理

解曲线的方程和方程的曲线，突出曲线的方程是由

曲线的性质得到，方程的曲线是由方程的代数结构

特征体现的几何特征［３］ ．本文就今年浙江高考的第

二问从通性、通法的角度来谈谈如何解题，及后续备

考的启示．
分析１　 直线 ｌ与直线ＭＡ，ＭＢ，ＡＢ，ｘ轴，依次交

于点 Ｐ，Ｑ，Ｒ，Ｎ，且满足 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，此式

中的等量关系是建立在线段长度的概念上．此“通
性” 为，对于平面直角坐标系中线段的长度，先联立

直线方程得到交点坐标，然后用两点间距离公式（弦
长公式），此做法涉及的“通法” 有：坐标法，消元法，
韦达定理法等．

解法 １　 设点 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），ｌ：ｘ ＝ １
２
ｙ ＋

ｔ，ｌＡＢ：ｘ ＝ ｍｙ ＋ １，联立
ｙ２ ＝ ４ｘ，
ｘ ＝ ｍｙ ＋ １，{ 得到 ｙ２ － ４ｍｙ －

４ ＝ ０，则 ｙ１ ＋ ｙ２ ＝ ４ｍ，ｙ１·ｙ２ ＝ － ４．

因为 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，所以根据弦长公式

得 １ ＋ １
４

ｙＲ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ １ ＋ １
４

ｙｐ ·

１ ＋ １
４

ｙＱ ，即 ｙ２
Ｒ ＝ ｙＱ·ｙｐ ．

７５
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因 为 ｌＭＡ：ｙ ＝
ｙ１

ｘ１ ＋ １
（ｘ ＋ １）， 所 以 联 立

ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ｙ ＝
ｙ１

ｘ１ ＋ １
（ｘ ＋ １），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得 ｙｐ ＝
２（ ｔ ＋ １）ｙ１

２ｘ１ ＋ ２ － ｙ１
，

同理 ｌＭＢ：ｙ ＝
ｙ２

ｘ２ ＋ １
（ｘ ＋ １），得 ｙＱ ＝

２（ ｔ ＋ １）ｙ２

２ｘ２ ＋ ２ － ｙ２
．

联立
ｘ ＝ １

２
ｙ ＋ ｔ，

ｘ ＝ ｍｙ ＋ １，

ì

î

í

ïï

ïï

得 ｙＲ ＝ ｔ － １

ｍ － １
２

．

根据题意

ｔ － １

ｍ － １
２

２

＝

２（ ｔ ＋ １）ｙ２

２ｘ２ ＋ ２ － ｙ２
·

２（ ｔ ＋ １）ｙ１

２ｘ１ ＋ ２ － ｙ１

，得 ｔ － １
ｔ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝

（２ｍ － １） ２ ｙ１ｙ２

（２ｘ２ ＋ ２ － ｙ２）（２ｘ１ ＋ ２ － ｙ１）
＝

４（２ｍ － １） ２

ｙ２
２

２
＋ ２ － ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｙ２
１

２
＋ ２ － ｙ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝

４（２ｍ － １） ２

ｙ２１ｙ２２
４

＋ （ｙ１ ＋ ｙ２） ２ － ｙ１ｙ２ －
ｙ
˙

１ ＋ ｙ２
２

ｙ１·ｙ２ － ２（ｙ１ ＋ ｙ２） ＋ ４ ·

＝ （２ｍ － １） ２

３ ＋ ４ｍ２ ， 设 ｕ ＝ ２ｍ － １， 则
３ ＋ ４ｍ２

（２ｍ － １） ２
＝

ｕ２ ＋ ２ｕ ＋ ４
ｕ２

＝ ２
ｕ

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ３
４

≥ ３
４
．

因为
ｔ ＋ １
ｔ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≥ ３
４
，ｔ ≠１，得 ｔ ∈ （ － ∞， － ７ －

４ ３ ］ ∪ ［７ － ４ ３ ，１） ∪ （１， ＋ ∞） ．
所以直线 ｌ 在 ｘ 轴上截距的取值范围为（ － ∞，

－ ７ － ４ ３ ］ ∪ ［７ － ４ ３ ，１） ∪ （１， ＋ ∞） ．
此做法是一种常规的思考，设点设线解决．主要

步骤为方程联立，韦达定理 ，运用弦长 （或焦半径）
公式，面积公式（或进行面积割补），利用已知条件

几何关系（如对称，两直线平行垂直等） 转化翻译为

代数式运算．

分析 ２　 因为 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，所以
ＲＮ
ＰＮ

＝ ＱＮ
ＲＮ

，可将线段之比转化为坐标之比，设点 Ｐ（ｘｐ，

ｙｐ），Ｒ（ｘＲ，ｙＲ），Ｑ（ｘＱ，ｙＱ），则所满足的等式即转化

为 ｙ２
Ｒ ＝ ｙＱ·ｙｐ ，省略了弦长的计算过程，这也是解

析几何计算中经常采用的一种优化计算的方法．此
做法涉及的“通法” 如“分析１”，思维进一步，计算相

对便捷．
解法 ２　 设点 Ｐ（ｘｐ，ｙｐ），Ｒ（ｘＲ，ｙＲ），Ｑ（ｘＱ，ｙＱ），

因为 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，所以
ＲＮ
ＰＮ

＝ ＱＮ
ＲＮ

，即

ｙ２
Ｒ ＝ ｙＱ·ｙｐ ，后如解法 １．

此解法要求学生在解圆锥曲线问题的过程中，对
题中的几何语言进行合理解析，并简化运算．比如，此
题中将线段之比转化为横（纵） 坐标之比，把几何面

积问题转化为坐标运算，将点与圆位置关系转化为向

量数量积计算等．而这些看似巧妙的转化，实则是落实

了“通性通法” 后的一种“优术”，方法选取要“优术”，
整合认知的结构，反思择优［４］ ．

图 ２

分析 ３　 圆锥曲线的焦点

弦有很多性质．这里Ｍ为准线与

ｘ 轴的交点，注意到 ∠ＡＭＦ ＝
∠ＢＭＦ，且直线 ＡＭ 斜率必存

在，此“通性” 为抛物线的定义，
抛物线上一点到焦点的距离等

于到准线的距离，作 ＣＡ ⊥ ＣＭ
于点 Ｃ，作 ＢＤ⊥ ＤＭ于点 Ｄ，证
明 △ＡＣＭ ∽ △ＢＤＭ，如图 ２，此做法涉及的“通法”
有：坐标法，消元法等．

解法 ３　 设直线 ＡＭ：ｘ ＝ ｎｙ － １，根据 ∠ＡＭＦ ＝

∠ＢＭＦ，得直线 ＢＭ：ｘ ＝ － ｎｙ － １，ｌ：ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ｌＡＢ：ｘ ＝ ｍｙ ＋ １．

联立
ｘ ＝ ｍｙ ＋ １，
ｘ ＝ ｎｙ － １，{ 得 ｘＡ ＝ ｎ ＋ ｍ

ｎ － ｍ
，ｙＡ ＝ ２

ｎ － ｍ
，将

点 Ａ 坐标代入抛物线方程 ｙ２ ＝ ４ｘ，可得 ｎ２ － ｍ２ ＝ １．
（∗）

联立

ｘ ＝ ｎｙ － １，

ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ì

î

í

ïï

ïï

得 ｙｐ ＝ ２ｔ ＋ ２
２ｎ － １

， 同理 ｙＱ ＝

２ｔ ＋ ２
－ ２ｎ － １

，联立

ｘ ＝ ｍｙ ＋ １，

ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ì

î

í

ïï

ïï

得 ｙＲ ＝ ２ｔ － ２
２ｍ － １

，

因为 ＲＮ ２ ＝ ＰＮ · ＱＮ ，所以
ＲＮ
ＰＮ

＝ ＱＮ
ＲＮ

，

８５
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即 ｙ２
Ｒ ＝ ｙＱ·ｙｐ ，得

２ｔ － ２
２ｍ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ （２ｔ ＋ ２） ２

４ｎ２ － １
，代入

（∗） 式： ｔ － １
ｔ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ （２ｍ － １） ２

４ｍ２ ＋ ３
，后如解法 １．

此解法的优势在于抓住了抛物线焦点弦的一个

基本性质，当然这样的性质在椭圆如图 ３（１） 与双曲

线如图３（２） 中都存在，点Ｆ１ 与点Ｍ为各自曲线同侧

的一组焦点与准线和坐标轴的交点，过此焦点Ｆ１ 做

一条焦点弦交各自曲线（一支） 于 ＡＢ 两点，则两图

中都有 ∠ＡＭ Ｆ１ ＝ ∠ＢＭ Ｆ１，证明略．

图 ３（１） 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ３（２）

　 　 分析 ４　 有了上述的思考，若结合“通性” 概

念，如图 ４，不难发现过点 Ａ作 ＡＥ⊥ＭＥ于点Ｅ，由于

ＡＣ ＝ ＡＦ，则有 ｔａｎ∠ＡＭＦ ＝ ＭＣ
ＡＣ

＝ ＡＥ
ＡＦ

＝ ｓｉｎ∠ＡＦＥ，此

辅助线的作法也是解决抛物线问题的一种“通法” ．
解法 ４　 由抛物线性质 ∠ＡＭＦ ＝ ∠ＢＭＦ，且直

线 ＡＭ斜率必存在，令∠ＡＭＦ ＝ ∠ＢＭＦ ＝ α，直线 ＡＢ
的倾斜角为 β， 则 ｌＡＭ：ｙ ＝ ｔａｎα（ｘ ＋ １），ｌＢＭ：ｙ ＝

－ ｔａｎα（ｘ ＋ １），设 Ａ（ｘＡ，ｙＡ），Ｂ（ｘＢ，ｙＢ），ｌ：ｘ ＝ １
２
ｙ ＋

图 ４

ｔ，ｌＡＢ：ｘ ＝ １
ｔａｎβ

ｙ ＋ １，

联立

ｙ ＝ ｔａｎα（ｘ ＋ １），

ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ì

î

í

ïï

ïï

得 ｙｐ ＝
２ｔ·ｔａｎα ＋ ２ｔａｎα

２ － ｔａｎα
，

同理 ｙＱ ＝ ２ｔ·ｔａｎα ＋ ２ｔａｎα
－ ２ － ｔａｎα

，

联立

ｘ ＝ １
ｔａｎβ

ｙ ＋ １，

ｘ ＝ １
２
ｙ ＋ ｔ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

得 ｙＲ ＝ ｔ － １
１

ｔａｎβ
－ １

２

．

根据抛物线的几何性质可得 ｔａｎα ＝ ｓｉｎβ，简证

如下 ｔａｎα ＝
ｙＡ

ｘＡ ＋ １
＝

ｙＡ

ＡＦ
＝ ｓｉｎβ， 因为 ｙ２

Ｒ ＝

ｙＱ·ｙＰ ＝ － ｙＱ · ｙＰ， 所 以

ｔ － １
１

ｔａｎβ
－ １

２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

２

＝

２ｔ·ｔａｎα ＋ ２ｔａｎα
２ － ｔａｎα

·２ｔ·ｔａｎα ＋ ２ｔａｎα
２ ＋ ｔａｎα

．

化简得
ｔ － １
ｔ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ （２ － ｔａｎβ） ２

ｔａｎ２β
· ｔａｎ２α
４ － ｔａｎ２α

，代入

ｔａｎα ＝ ｓｉｎβ， 得
（２ － ｔａｎβ） ２

ｔａｎ２β
· ｔａｎ２α

４ － ｔａｎ２α
＝

（２ － ｔａｎβ） ２

ｔａｎ２β
· ｓｉｎ２β

４ － ｓｉｎ２β
＝

２ － ｓｉｎβ
ｃｏｓβ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓｉｎβ
ｃｏｓβ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ · ｓｉｎ２β
４ － ｓｉｎ２β

＝

（２ｃｏｓβ － ｓｉｎβ） ２

３ｓｉｎ２β ＋ ４ｃｏｓ２β
＝ ｔａｎ２β － ４ｔａｎβ ＋ ４

３ｔａｎ２β ＋ ４
，得 ｔ ＋ １

ｔ － １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≥

３
４
，ｔ ≠１，所以 ｔ∈ （ － ∞， － ７ － ４ ３ ］ ∪ ［７ － ４ ３ ，

１） ∪ （１， ＋ ∞） ．
此解法利用了抛物线概念，对学生的三角函数

计算要求较高，优势为省略了直线与抛物线的联立，
少了参数．

回到今年高考考生的得分，考生若能对题中几何

语言很好地解析化，在平时的课堂教学中落实上述分

析中的“通性通法”“眼前利益” 分数也不会低，最后

最值的运算确实繁琐，在改卷中，最值计算及答案为 ４
分，若扣除此分数，得到 １１ 分也比均分高了５ 分．

解法 ３，４ 中 “∠ＡＭＦ ＝ ∠ＢＭＦ” 和 “ｔａｎａ ＝
ｓｉｎβ”，看似巧妙，实则是建立在解析几何数形互通

的这个“通性” 上的．
若将此题中抛物线的通性进行推广可以得到以

下性质，证明略．

图 ５（１） 　 　 　 　 　 　 　 图 ５（２）

性质 １　 如图 ５（１），设焦点在 ｘ 轴的某一圆锥

曲线，对于任意一条经过该焦点 Ｆ的弦 ＡＢ，在 ｘ轴上

９５
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总存在某一点 Ｍ，使得 ∠ＡＭＦ ＝ ∠ＢＭＦ．
当此曲线为双曲线时，过焦点 Ｆ的弦 ＡＢ需要讨

论是否交于同一支曲线．于是有性质 ２、性质 ３．
性质 ２　 设焦点在 ｘ轴上的双曲线，对于任意一

条经过该焦点 Ｆ 的弦 ＡＢ，如果 Ａ，Ｂ 两点在双曲线的

一支上，在 ｘ 轴上总存在某一点 Ｍ，使得 ∠ＡＭＦ ＝
∠ＢＭＦ．

性质 ３　 如图 ５（２），设焦点在 ｘ轴上的双曲线，
Ｆ１ 为其一个焦点，对于任意一条经过该焦点 Ｆ１ 的弦

ＡＢ，如果 Ａ，Ｂ两点在双曲线的两支上，在 ｘ轴上总存

在某一点 Ｍ，使得 ∠ＡＭＦ１ ＋ ∠ＢＭＦ１ ＝ １８０°．
解题教学中，注重基础知识及其蕴含的数学思

想方法，才是追求数学教学的“长期利益” ．这样的

“长期利益” 是有生长性的．在教学中，一些所谓的

“巧解，妙解” 正是基于基本“通性通法” 的各种特

殊化演绎得来．此题中，笔者结合抛物线的概念知识

“通性”，以及研究抛物线经常采用的“通法”，得到

一些新的结论或者性质，这样的数学教学有利于激

发学生学习数学的兴趣，养成良好的学习习惯，促进

学生实践能力和创新意识的发展，而这样的“长期利

益” 也符合新课程标准提出的高中数学课程为学生

的可持续发展和终身学习创造条件的要求．
此轮“７选３” 高考改革以来，浙江试卷解析几何

大题的考查知识点和问题解决的“通法”，见下表．

表 　 近四年浙江高考解析几何大题考查知识点

及通法汇总表

年份 图形 知识点 通 　 法

２０１７ 年
弦长， 向

量数量积

弦长，向量

数量积运算，
导数求最值

２０１８ 年
弦中点，
面积

韦达定理，
面积公式

２０１９ 年

三角形重

心， 面积

比

韦达定理，弦
长，点到直线

距离， 面积公

式

２０２０ 年 弦中点
韦达定理，
点差法

　 　 平时在教学过程中，教师经常会有一种感悟：讲
过的，练过的，考试却得不到分数．仔细分析原因在

于这样的讲解和练习往往有“题型 ＋ 技巧” 的背景，
脱离了“通性通法”，学生没有掌握基本的数学思想

方法，也没有养成思考和解决问题的习惯，这样的教

学当然即无眼前利益更无长期利益．仔细想想，笔者

和广大教师一样，真该反思并改进自己的教学行为，
以“课程标准” 为导向，落实数学基础知识、基本技

能、基本思想、基本活动经验．
还记得 ２０２１ 年 １ 月“八省联考” 解析几何大题，

考查双曲线，网上一片哗然，“不按套路出牌” ．仔细

品味此解析几何大题，以双曲线为背景，考查解析几

何的基础知识、核心思想方法，通过建立函数模型，
将几何问题转化代数运算，再将计算结果转化为几

何特征．正是对圆锥曲线“通性通法” 的考查．看似

“不按套路出牌”，实则是在按新高考的套路出牌．解
析几何题，虽有众多思路与方法，但通性通法应是首

选方法［５］ ．
高考题是一载体，载体背后是基础知识及其蕴

含的数学思想方法．高考要拿分，必须重视“通性通

法” ．通过“通性通法” 的教学，学生既收获“眼前利

益”，又习得素养落地，赢得“长期利益” ．
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